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Introduction

La théorie des modeles moderne consiste principalement en I'analyse de la
catégorie des ensembles définissables dans une structure du premier ordre ou
dans une classe de structures donnée. Elle fournit un cadre particulierement
bien adapté a I’étude des corps, éventuellement avec structure supplémentaire.

Dans son travail monumental sur le programme de classification en théorie
des modeles [B93], Shelah a mis en évidence qu’il est fondamental de comprendre
quelles configurations combinatoires peuvent étre codées par les ensembles défi-
nissables dans les modeles d’une théorie. Dans le cas des théories stables, c’est-
a-dire des théories dans lesquelles on ne peut pas coder d’ordre linéaire infini,
Shelah a développé une théorie magnifique qui sert a analyser les types et les
modeles. Il a en particulier montré qu’il existe, dans toute théorie stable, une
notion d’indépendance (donnée par la non-déviation) ayant de trés bonnes pro-
priétés, et qui correspond a l'indépendance linéaire dans un espace vectoriel et
a I'indépendance algébrique dans un corps algébriquement clos.

Partant des idées de Zilber dans le cas du rang fini, Poizat, Pillay et surtout
Hrushovski ont développé la théorie de la stabilité géométrique, révélant des
liens profonds entre I'indépendance donnée par la non-déviation dans une théorie
stable et les structures algébriques (groupes, corps) qui y sont définissables. Une
incarnation importante de cette philosophie est la Conjecture de trichotomie due
a Zilber, selon laquelle la géométrie donnée par la cloture algébrique dans un
ensemble fortement minimal est ou bien triviale, ou bien modulaire (provenant
d’un espace vectoriel), ou bien celle d’un corps algébriquement clos.

Dans certains corps avec structure supplémentaire, notamment dans les corps
différentiellement clos de caractéristique 0, dans les corps séparablement clos et
dans les corps aux différences génériques — dont la théorie sera notée ACFA
dans la suite — , (une variante de) la Conjecture de trichotomie est satisfaite, ce
qui a joué un role fondamental dans les preuves par Hrushovski des conjectures
de Manin-Mumford et de Mordell-Lang relative [B60, B59], des applications
célébrées de la théorie des modeles a la géométrie diophantienne et a la géométrie
algébrique.

Depuis une vingtaine d’années, les méthodes de la stabilité géométrique ont
été généralisées avec beaucoup de succes a des contextes instables, d’abord aux
théories simples (voir [B97]), et plus récemment aux théories NIP (voir [B7,
B95]) ; ces généralisations sont parfois regroupées sous le nom de la néo-stabilité.
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viii INTRODUCTION

Par exemple, des analogues de la Conjecture de trichotomie ont été établis dans
le contexte des théories o-minimales (une sous-classe des théories NIP) par
Peterzil et Starchenko [B79], et pour ACFA par Chatzidakis, Hrushovski et
Peterzil [B32, B35].

La théorie ACFA est le prototype d’une théorie simple et instable. Depuis les
travaux de Chatzidakis et Hrushovski [B32], on sait que la théorie des modeles
géométrique appliquée a ACFA fournit des outils puissants et efficaces en géo-
métrie algébrique, théorie des nombres et en systémes dynamiques algébriques
([B60, B89, B63, B33, B34, B76]). Mentionnons en particulier les travaux spec-
taculaires de Hrushovski [B63] sur le lien entre le Frobenius non-standard et la
théorie ACFA.

Quant aux théories NIP, des exemples fondamentaux proviennent (des théo-
ries o-minimales et) des corps valués. Depuis les travaux d’Ax, Kochen et Ershov,
les corps valués ont toujours été une source d’applications profondes de la théo-
rie des modeles. Mais c’est uniquement avec les travaux de Haskell, Hrushovski
et Macpherson [B49, B50] sur la théorie ACVF des corps valués algébriquement
clos, une théorie NIP (instable) typique, que les méthodes géométriques ont
été rendues disponibles dans le contexte valué. Leur résultat de classification
des imaginaires (c’est-a-dire des ‘objets quotients’ définissables) dans ACVF,
en conjonction avec leur théorie tres fructueuse de domination stable, constitue
une avancée fondamentale. Les travaux récents de Hrushovski et Loeser [B66]
sur des propriétés de modération topologique pour les espaces de Berkovich en
donnent une belle illustration.

Revenons aux théories stables. Hrushovski a construit des contre-exemples
a la Conjecture de trichotomie, utilisant une variante de la méthode d’amalga-
mation de Fraissé ([B58, B57]). Zilber a tenté d’expliquer les structures issues
de I'amalgamation de Hrushovski par des phénomeénes de nature analytique,
notamment en établissant des liens avec (des variantes de) la Conjecture de
Schanuel. Cette philosophie I’a également amené a des considérations profondes
sur Pexponentielle complexe [B100].

Les travaux que nous présentons dans ce mémoire s’inscrivent dans les lignes
de recherche décrites ci-dessus, notamment en stabilité géométrique et ses gé-
néralisations. Notons aussi qu’il y a, dans ces travaux, un va-et-vient d’idées
constant entre le monde modele-théorique et celui de 'algebre et de la géomé-
trie algébrique.

Le mémoire comporte deux chapitres assez indépendants, chacun doté d’une
introduction détaillée. Dans le premier chapitre, ou sont exposés nos articles
[A1l, A5, A2, A3], nous traitons de la construction, & l’aide des amalgames de
Hrushovski, d'un mauvais corps de caractéristique 0 ; nous y étudions également
un phénomene lié aux multiplicités en théorie de Kummer. Dans la construction
du mauvais corps, une grande partie du travail consiste en la vérification de
résultats de constructibilité qui sont requis par la méthode d’amalgamation.
Un role majeur est joué par le théoréme d’Ax, une version différentielle de la
Conjecture de Schanuel.

Le second chapitre, plus court, est une exposition de larticle [A4] en col-
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laboration avec Chernikov. Nous y étudions notamment la théorie VFAy du
Frobenius non-standard agissant sur un corps valué algébriquement clos de ca-
ractéristique 0. Nous déterminons la place de cette théorie dans la hiérarchie de
classification de Shelah, en montrant que VFAy n’a pas la propriété de ’arbre
de seconde espece, c’est-a-dire est une théorie NTPs. A la fin du chapitre nous
présentons quelques perspectives de recherche en lien avec les themes abordés.

Contrairement au cadre du premier chapitre ou les outils de la stabilité
tres classique sont disponibles, nous nous trouvons, dans le second chapitre,
confrontés a un contexte ou il n’existe pour I'instant que tres peu de résultats
généraux (par exemple sur la non-déviation). On peut espérer que bien plus
d’outils de néo-stabilité seront développés dans le futur pour les théories NTPs.

Notons enfin qu’a l'exception des sections 2 et 6 de [A5], qui contiennent des
résultats que j’avais déja obtenus dans ma theése de doctorat, les travaux des
articles présentés [A1l, A5, A2, A3, A4] ont été effectués apres la these.
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Chapitre 1

Autour des mauvais corps

1.1 Introduction

Le rang de Morley est une généralisation de la notion de dimension d’une
variété algébrique qu’on peut définir pour les ensembles définissables dans toute
structure du premier ordre ; ’analogue du nombre de composantes irréductibles
de dimension maximale est le degré de Morley ; une structure est w-stable si le
rang de Morley prend des valeurs ordinales ; une structure de rang et degré de
Morley 1 est appelée fortement minimale.

La Conjecture de trichotomie de Zilber affirme que toute structure forte-
ment minimale provient de I'une des trois géométries classiques suivantes : la
géométrie triviale (dégénérée); la géométrie d’un espace vectoriel sur un corps
gauche ; la géométrie de Zariski d’un corps algébriquement clos. Cette conjecture
a énormément influencé la théorie des modeles les trois dernieres décennies, et
tout particulierement la stabilité géométrique. Elle est fausse en toute généralité
[B58] ; néanmoins, Hrushovski et Zilber 'ont vérifiée dans le contexte important
des géométries de Zariski ([B67], voir également la monographie [B104]).

Dans sa construction en 1988 d’un contre-exemple a la Conjecture de tri-
chotomie ([B58]), Hrushovski a utilisé une variante de la construction de Fraissé
du modele homogene-universel d’une classe connexe de structures relationnelles
finies ayant la propriété d’amalgamation. La méthode d’amalgamation de Hru-
shovski a été découpée en deux étapes par Goode [B46] et Poizat : la construction
d’une structure générique de rang de Morley infini, puis le collapse en une struc-
ture de rang fini. Hrushovski a montré que 'on peut fusionner deux structures
fortement minimales avec un degré de Morley définissable (DMP) dans des lan-
gages dénombrables disjoints en une structure fortement minimale [B57]. Cela
montre en particulier que la classe de structures fortement minimales est tres
vaste, méme si I'on se restreint aux expansions fortement minimales d’un corps
algébriquement clos. Depuis lors, les amalgames de Hrushovski ont permis de
construire un grand nombre de structures nouvelles et souvent inattendues.

Selon la philosophie de Zilber, on devrait pouvoir considérer des structures
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obtenues par amalgamation, surtout celles avant collapse, comme structures
de nature ‘analytique’ ([B104]). Une autre facette de cette tentative de rapa-
triement des structures exotiques issues des amalgames de Hrushovski dans le
monde des mathématiques classiques est bien plus intéressante pour notre sujet.
Zilber a suggéré d’interpréter la positivité de la prédimension, 'un des ingré-
dients clé des amalgames de Hrushovski, comme une condition de Schanuel géné-
ralisée, & cause de ’analogie avec la Conjecture de Schanuel selon laquelle pour
tout uplet (yi,...,y,) de nombres complexes Q-linéairement indépendants on a
tr.deg(y1, .-, Yn, €Y, ..., e¥" /Q) > n. Cette conjecture est largement ouverte.
Ax en a montré une version différentielle [B9]. (Voir la partie 1.2.3.)

Un mauvais corps est un corps de rang de Morley fini avec un sous-groupe
propre définissable infini du groupe multiplicatif. C’est la notion qui est au centre
du présent chapitre. Les mauvais corps ont été introduits en lien avec ’analyse
des groupes (simples) de rang de Morley fini, et plus particulierement 1’étude de
leurs sous-groupes de Borel [B28]. Selon la Conjecture d’algébricité de Cherlin
et Zilber, une variante algébrique de la Conjecture de trichotomie, un groupe
simple infini de rang de Morley fini devrait étre un groupe algébrique.

Au début des années ‘80, Zilber et Poizat ont demandé si les mauvais corps
existent [B28]. En caractéristique positive, leur existence est peu probable [B9§] ;
en caractéristique 0, Poizat a utilisé des résultats profonds de géométrie pour
construire par amalgamation un ‘mauvais corps de rang infini’ [B85] (appelé
corps vert). Il se sert notamment du théoréme d’Ax mentionné ci-dessus, ou
plutot d’une conséquence de celui-ci, appelée CIT faible et établie par Zilber. La
CIT faible est un résultat de finitude sur les intersections de variétés algébriques
avec des translatés de tores. Elle permet de controler les composantes atypiques
de telles intersections, c’est-a-dire celles dont la dimension est plus grande que
ce qu'on attend génériquement (cf. la partie 1.2.3).

La construction de Poizat justifie donc I’analogie postulée par Zilber. Men-
tionnons de plus que Zilber a construit, en supposant la Conjecture de Schanuel,
un modele naturel de la théorie du corps vert de Poizat, qui a C comme ensemble
de base et un goiit ‘analytique’ [B102].

Le présent chapitre est organisé autour du collapse du corps vert de Poizat en
un mauvais corps. Comme dans la construction du corps vert, la CIT faible est
I'ingrédient géométrique clé pour établir les propriétés de définissabilité requises
dans le processus de collapse. Elle fournit notamment un contrile définissable
du rang et de la prédimension.

Cependant, contrairement & la construction du corps vert, son collapse exige
également un contréle définissable des multiplicités. La notion clé est celle d’une
variété Kummer-générique. Nous établissons des résultats d’uniformité concer-
nant la Kummer-généricité, qui fournissent en particulier ce qui est nécessaire au
collapse, et nous discutons ensuite, dans une section a part, les relations entre
controle définissable des multiplicité et axiomatisabilité des automorphismes
génériques. C’était d’ailleurs notre motivation initiale pour étudier la Kummer-
généricité.

Avant de résumer nos propres contributions, nous allons décrire succinc-
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tement 1’état de l'art antérieur en ce qui concerne les expansions de rang de
Morley fini des corps algébriquement clos. Il convient de noter qu’a ce jour, les
amalgames de Hrushovski constituent la seule maniére connue pour construire
de telles expansions.

Etat de ’art antérieur & nos travaux

A Daide de la fusion Hrushovski a obtenu des expansions fortement mini-
males d’un corps algébriquement clos [B57]. Il s’agit des premiéres expansions
de rang de Morley fini d’un tel corps. On peut par exemple construire un en-
semble fortement minimal portant deux structures de corps (de caractéristiques
différentes si 'on veut) qui soient aussi indépendantes que possible.

Dans [B84], Poizat a construit, en toute caractéristique, un corps de rang de
Morley w - 2 avec un prédicat pour une partie de rang w (appelé corps noir);
en particulier, sa construction réfutait une conjecture de Berline et Lascar selon
laquelle le rang d’un corps w-stable aurait di étre un monome de la forme w®.
Poizat [B84] a également obtenu des structures collapsées ; Baldwin et Holland
[B16] ont montré que, sous certaines conditions, ces structures sont w-saturées
et alors w-stables de rang 2.

Plus tard, Poizat [B85] a construit un corps de caractéristique p > 0 de rang
de Morley w - 2 avec un sous-groupe définissable du groupe additif de rang w
(appelé corps rouge), et il a conjecturé que I’on peut le collapser en un corps de
rang 2 avec un sous-groupe fortement minimal du groupe additif.

Cette conjecture a été vérifiée par Baudisch, Martin Pizarro et Ziegler [B19)].
Dans ce cas, la difficulté principale du collapse réside dans le fait qu’il faut tra-
vailler ‘a translation additive pres’. L’outil clé des suites aux différences, déja
introduit par Baudisch dans sa construction d’un groupe N;-catégorique exo-
tique [B20], a été affiné dans [B19]. Les corps rouges collapsés ont été le premier
exemple d’une expansion de rang de Morly fini d’un corps algébriquement clos
ayant un sous-groupe définissable non-algébrique d’un groupe algébrique.

A propos des mauvais corps, citons d’abord un résultat surprenant de Wagner
[B98] : 8’1l existe un mauvais corps en caractéristique p > 0, alors 'ensemble des
n__ .

nombres premiers p-Mersennes, c’est-a-dire de la forme ppﬁf , est fini. Pour cette

raison, I'existence de mauvais corps en caractéristique positive est peu probable.

En revanche, comme nous I’avons dit ci-dessus, Poizat [B85] a obtenu un
‘mauvais corps de rang infini’ en caractéristique 0, c’est-a-dire un corps de rang
de Morley w-2 avec un sous-groupe divisible sans torsion du groupe multiplicatif
définissable de rang w (corps vert), et il a conjecturé que 'on peut le collapser
en un mauvais corps de rang 2.

D’un point de vue algébrique, la construction du corps vert ressemble beau-
coup & celle du corps rouge. Par contre, il y a des enjeux majeurs de définissa-
bilité et d’uniformité qui apparaissent. Pour surmonter ces difficultés, Poizat se
sert de la CIT faible.

En supposant la CIT, une conjecture due & Zilber (cf. la partie 1.2.3) sur les
intersections de variétés et de tores, Poizat a également obtenu des corps verts
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de rang w - 2 avec un sous-groupe définissable divisible du groupe multiplicatif
avec torsion (divisible) prescrite, et il a posé la question si un tel corps vert
existait inconditionnellement.

Nos contributions et le plan du chapitre

Nous exposons dans ce chapitre de maniere synthétique nos articles [A1],[A5],
[A2] et [A3]. Le plan est le suivant.

Nous commengons par une section de préliminaires qui traite des groupes de
rang de Morley fini, des amalgames de Hrushovski et de conditions de Schanuel
et de leur lien avec des résultats d’uniformité sur les intersections de variétés
avec des tores.

Dans la section 1.3, nous présentons les résultats de [A5, A2] sur la Kummer-
généricité. Nous y étudions un phénomene lié au changement des multiplicités
dans le passage d’une variété semi-abélienne (plus généralement un groupe abé-
lien divisible de rang de Morley fini) & son réduit de pur groupe, surtout du
point de vue de la définissabilité.

La section 1.4 est consacrée a une exposition de la construction du mauvais
corps de [A1]. Partant de la construction des corps verts de Poizat, nous décri-
vons les étapes clé du collapse de ces corps verts en des mauvais corps. Nous
présentons également les variantes de [A3] avec torsion verte divisible prescrite.

Enfin, dans la section 1.5, nous décrivons les résultats de [A5, A2] sur
I’axiomatisabilité de I’automorphisme générique, en particulier en lien avec un
controle définissable des multiplicités. Nous traitons notamment le cas des grou-
pes de rang de Morley fini, des corps verts et des mauvais corps.

Nous donnons maintenant une présentation plus détaillée de nos résultats.
L’objet d’étude principal de la section 1.3 est la notion de Kummer-généricité.
Si S est une variété semi-abélienne et V' C S une sous-variété irréductible,
V est dite Kummer-générique (dans S) si [n]"Y(V) = {z € S | nz € V}
est irréductible pour tout n > 1; elle est dite presque Kummer-générique s’il
existe N > 1 tel que toute composante irréductible de [N]~1(V) soit Kummer-
générique. Enfin, V est dite libre si elle n’est contenue dans aucun translaté
t + 5’ d’un sous-groupe algébrique propre S’ de S.

Il découle du fait que la torsion est Zariski-dense dans S que toute variété
presque Kummer-générique est libre. Dans le cas du tore, ou S = GJ}, est une
puissance du groupe multiplicatif, Zilber [B103] a montré la réciproque, c’est-
a-dire que toute variété libre est presque Kummer-générique (Théoréme d’exis-
tence).

Dans [A5], nous avons amorcé 1'étude des aspects d’uniformité et de définis-
sabilité pour la Kummer-généricité. Nous rendons effective la preuve de Zilber,
montrant que si V' décrit une famille définissable de variétés libres, il existe un
entier N qui convient pour toutes les instances de la famille (Théoréme unifor-
mité). On en déduit le résultat suivant.

Théoréeme (1.3.5). Dans G, la notion de Kummer-généricité est une pro-
priété définissable : étant donnée une famille définissable {Vi}icp de sous-
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variétés de G, alors {t € P | V; est Kummer-générique dans GI',} est un en-

semble définissable.

Quelques cas du théoreme d’existence avaient été utilisés — sous le nom du
‘Thumbtack Lemma’ (pour n = 1) — par I’école de Zilber dans 1’étude modele-
théorique des revétements universels de certains groupes algébriques commu-
tatifs ([B103, B43, B44, B22]). Le théoréme d’existence joue également un role
dans I’étude de la pseudo-exponentielle de Zilber ([B100], voir aussi [B23]), ainsi
que dans la construction des corps verts de Poizat (cf. la partie 1.4.1).

Quant & 'uniformité, notre travail dans [A5] était initialement motivé par
une étude des automorphismes génériques des corps verts (cf. la partie 1.5.3),
et lié au probleme du choix imposé de racines vertes. Il s’avere que 1'on est
confronté au méme probleme dans le collapse du corps vert en un mauvais
corps, plus précisément dans la construction de codes fortement minimaux. Les
résultats d’uniformité et de définissabilité de [A5] permettent alors de combler
un trou dans la construction du mauvais corps dans [A1] (cf. la section 1.4).

En collaboration avec Bays et Gavrilovich, j’entame dans [A2] une étude sys-
tématique de la Kummer-généricité. En particulier, nous généralisons les théo-
remes d’existence et d’uniformité aux variétés semi-abéliennes quelconques et
en toute caractéristique, établissant les deux résultats qui suivent.

Théoreme (1.3.6). Soit S une variété semi-abélienne et V-.C S une sous-
variété irréductible. Alors V' est libre si et seulement si elle est presque Kummer-
générique.

Gavrilovich ([B43, B44]) avait montré ce résultat pour les variétés abéliennes
en caractéristique 0, par des méthodes homotopiques et d’analyse complexe, en
considérant l’action du groupe fondamental sur le revétement universel de la
variété abélienne. Bays ([B22]) a donné une preuve alternative du méme résultat,
en utilisant le théoréme de Lang-Néron (Théoreme de Mordell-Weil relatif).

Théoreme (1.3.7). Soit S une variété semi-abélienne. Alors la Kummer-
généricité est une propriété définissable dans S.

La preuve des théoremes 1.3.6 & 1.3.7 dans [A2] suit une suggestion de
Gabber. Elle est completement différente de celle de [A5] dans le cas du tore et
n’utilise pas vraiment de géométrie algébrique. Il s’agit plutot d’un argument de
cohomologie galoisienne. Nous montrons dans [A2] que 'on peut développer les
portions nécessaires de la théorie de Kummer dans tout groupe abélien divisible
de rang de Morley fini, et nous obtenons donc des résultats analogues d’existence
(théoreme 1.3.10) et d’uniformité (théoréme 1.3.11, en supposant de plus que le
groupe ait la DMP) avec ce degré de généralité.

Ces théoremes abstraits s’appliquent par exemple aux groupes interprétables
dans des variétés complexes compactes ainsi qu’aux groupes de rang de Morley
fini définissables dans DCF, la théorie des corps différentiellement clos de ca-
ractéristique 0 ; nous prouvons aussi une version du théoreme d’existence pour
les groupes type-définissables de rang de Morley relatif fini (théoreéme 1.3.16)
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qui s’applique notamment a certains groupes définissables dans les corps sépa-
rablement clos de degré d’imperfection fini.

Nous en venons maintenant a la section 1.4. Dans sa construction des corps
verts, Poizat considere des corps algébriquement clos K de caractéristique 0,
avec un sous-groupe divisible sans torsion U < K* du groupe multiplicatif, et
il travaillle avec la fonction de prédimension §(K,U) = 2tr. deg(K) — 1. dim(U),
ou L. dim désigne la dimension Q-linéaire.

Il obtient ainsi une classe d’amalgamation (Ko, <), avec Ky la classe des
structures de prédimension héréditairement non-négative et < la notion d’auto-
suffisance. (Pour les notions liées aux amalgames de Hrushovski, nous renvoyons
a la partie 1.2.2 des préliminaires.) Le corps vert de Poizat est alors la limite de
Fraissé-Hrushovski de (la sous-classe des structures de degré de transcendance

fini dans) (Ko, <). On appelle les éléments de U les points verts.

Ala base, I'idée pour collapser les corps verts en un mauvais corps est tres
simple. On interdit une infinité de réalisations des types de dimension 0, ce
qui rend ces types algébriques. Les détails techniques du collapse sont assez
sophistiqués. Dans [A1], nous essayons de suivre au maximum la stratégie choisie
par Baudisch, Martin Pizarro et Ziegler pour le collapse des corps rouges. Les
vraies difficultés proviennent des enjeux d’uniformité et de définissabilité.

On désigne par T}, la théorie du groupe pur multiplicatif; T},,;: est donc
un réduit de ACFy. Dans les amalgames de Hrushovski, la partie négative de la
prédimension est la partie critique. Dans la construction des corps verts, elle est
donnée par le rang de Morley dans T;,.:, d’ou I'importance de cette théorie.

Pour illustrer les difficultés qu’on rencontre dans le collapse des corps verts,
citons 4 enjeux techniques. Les deux premiers sont également présents dans le
collapse des corps rouges, tandis que les deux derniers sont spécifiques aux corps
verts.

(A) Puisque nous travaillons au premier ordre, nous sommes obligés de consi-
dérer des approzimations suffisamment bonnes des types que nous voulons
rendre algébriques dans le collapse. De plus, ces approximations doivent
étre uniformes en les parametres.

(B) Tt est modulaire non-triviale. Les approximations mentionnées en (A)
sont donc a construire a translation multiplicative pres.

(C) Tt nest pas w-catégorique. On ne peut donc pas fixer par une formule
le type d’un uplet au sens de Tyt

(D) Dans Ty, on a del # acl : la cloture définissable est donnée par le
groupe engendré, tandis que la cloture algébrique est donnée par la cloture
divisible du groupe engendré. Il faut donc controler le changement des
multiplicités lors du passage de T}t & ACFy.

Pour ce qui est du premier enjeu (A), la technique des codes développée par
Hrushovski (par exemple dans [B57]) suffit pour résoudre les problémes combi-
natoires et les problemes d’uniformité qui se posent. Les suites aux différences
utilisées par Baudisch, Martin Pizarro et Ziegler dans le collapse du corps rouge
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[B19] fournissent un outil élégant et efficace pour affronter la seconde difficulté
(B). Etant donné qu'un tore n’a pas de famille continue de sous-groupes al-
gébriques, la construction des suites aux différences est méme légerement plus
simple dans les corps verts que dans les corps rouges.

A priori, 'enjeu (C) est le plus sérieux. C’est une coincidence heureuse que
les résultats du type Ax-Schanuel permettent d’effectuer la construction par
amalgamation des corps verts. Dans les corps rouges, on se sert constamment
du fait que les [Fp-espaces vectoriels sont localement finis. Dans les corps verts,
on peut remplacer chaque occurence de cet argument par un appel a la CIT
faible.

Enfin, nos résultats sur la Kummer-généricité suffisent pour résoudre tous
les problemes qui sont liés aux multiplicités (D).

Venons-en 4 la construction. A l'aide de la CIT faible et de notre résultat de
définissabilité de la Kummer-généricité dans G}},, nous construisons d’abord un
ensemble de bons codes (théoreme 1.4.11). Il permet de donner une coordinati-
sation satisfaisante des types de dimension 0 dans les corps verts de Poizat par
des familles d’ensembles fortement minimaux.

Notons que dans la construction initiale des codes dans [A1], le probléme des
multiplicités avait été négligé. Roche a observé que les instances des codes de
[A1] ne sont pas toujours fortement minimaux. Comme nous ’avons déja dit, ce
trou a été comblé par les résultats de [A5].

Une fois les bons codes construits, nous pouvons imiter la construction des
suites auz différences de [B19] (théoréme 1.4.12). A Paide d’une fonction g &
valeurs entieres et croissant suffisamment vite, nous définissons une sous-classe
élémentaire K de Ko, interdisant les suites aux différences trop longues. Les
propriétés que nous imposons a la fonction p et aux suites aux différences ga-
rantissent alors que la classe (Kf), <) a la propriété d’amalgamation et que sa
limite de Fraissé-Hrushovski M* est w-saturée. Comme d’habitude dans ce genre
de construction, ce dernier fait est établi en axiomatisant la théorie T* de M*.

Nous prouvons alors le théoreme suivant, ou le mauvais corps construit est
de caractéristique 0, et nous répondons ainsi a la question de Zilber et Poizat
mentionnée ci-dessus.

Théoréme (1.4.18). La théorie T* est de rang de Morley 2, avec U fortement
minimal. En particulier, M* est un mauwvais corps de rang 2.

Dans une collaboration avec Caycedo [A3], nous construisons des corps verts
de Poizat et des mauvais corps avec torsion verte divisible prescrite. Pour cela,
nous montrons que I’on peut remplacer dans la construction de Poizat la CIT par
des résultats connus (la CIT faible et le théoreme de Laurent), et nous obtenons
donc, sans recours a des conjectures ouvertes, un corps vert avec torsion verte
égale & un groupe divisible prescrit de racines de l'unité (théoreme 1.4.8). Ceci
répond & une question de Poizat [B85].

Nous effectuons ensuite, également dans [A3], le collapse en un mauvais
corps, en procédant de la méme fagon que dans le cas sans torsion.
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Corollaire (1.4.19). Pour tout groupe divisible v de racines de l'unité, il existe
un mauvais corps de rang 2 avec U fortement minimal et tel que la torsion verte
soit donnée par v.

Nous passons maintenant & la section 1.5. Si T est une théorie (stable et)
modele-complete, on peut former la théorie T, des modeles de T équipés d’un
automorphisme fixé. Il est en général intéressant de savoir si T, admet une
modele-compagne. Si c’est le cas, on note T'A cette modele-compagne et on dit
que automorphisme générique est axiomatisable dans T'.

L’existence de T'A est fortement liée & la possibilité de controler définissable-
ment les ‘multiplicités’ dans la théorie initiale T'. Ainsi, 'existence de ACFA est
par exemple une conséquence facile du fait que l'irréductibilité est une propriété
définissable dans une famille de variétés algébriques; ’analogue abstrait dans
les théories de rang de Morley fini est la DMP. Dans ce mémoire, c’est ce lien
qui nous intéresse principalement.

Hasson et Hrushovski ont montré que si T est fortement minimale, alors T'A
existe si et seulement si 7' a la DMP [B53]. Dans [A2], nous généralisons ce
résultat aux théories presque Rj-catégoriques (cf. Définition 1.2.2 et Corollaire
1.5.5). Ceci découle du théoreme suivant.

Théoréme (1.5.4). Soit T une théorie stable telle que TA existe. Soit X un
ensemble définissable et T' = Th(Xina) la théorie de la structure induite sur X.
On suppose que T’ est presque W1 -catégorique. Alors T' a la DMP. En particu-
lier, tout groupe de rang de Morley fini interprétable dans T (avec la structure

induite) a la DMP.

Ce résultat s’applique par exemple aux groupes interprétables dans une va-
riété complexe compacte et aux groupes de rang de Morley fini définissables
dans DCF.

Dans ma these de doctorat, j’avais établi un cadre abstrait dans lequel on
peut donner des axiomes géométriques pour T'A ([B54], voir aussi [A5]). Grace
au théoreme 1.3.5 mentionné ci-dessus sur la définissabilité de la Kummer-
généricité, nous obtenons dans [A5] un controéle uniforme des multiplicités dans
les corps verts et montrons ainsi qu’ils entrent dans ce cadre abstrait.

Théoréme (1.5.10). Dans les corps verts de Poizat, l’automorphisme géné-
rique est axiomatisable.

Avec les méme méthodes, nous montrons que 'automorphisme générique
est axiomatisable dans les mauvais corps que nous avons construits dans [Al]
(théoreme 1.5.12) ; par notre résultat mentionné ci-dessus sur la DMP dans les
groupes de rang de Morley fini, ceci équivaut au fait que les mauvais corps ont
la DMP. Comme corollaire, nous obtenons ’existence de mauvais corps pseudo-
finis en caractéristique 0 (Corollaire 1.5.13).
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1.2 Préliminaires

1.2.1 Groupes de rang de Morley fini et mauvais corps

Nous donnons dans cette partie une introduction rapide & certains aspects
des groupes de rang de Morley fini. Nous motivons en particulier I'introduc-
tion de la notion de mauvais corps. Ensuite, nous discutons plus en détail les
propriétés du rang de Morley dans ce contexte. Ceci nous servira a plusieurs
reprises.

Un groupe de rang de Morley fini est la donnée d’une structure M de rang
de Morley fini avec une fonction (-définissable - : M2 — M telle que (M, -) soit
un groupe. De la méme facon, on définit la notion de corps de rang de Morley
fini.

L’exemple typique d’un groupe de rang de Morley fini provient d’un groupe
algébrique G défini sur un corps algébriquement clos K. Il suffit de considérer la
structure M d’ensemble de base G(K) dans laquelle, pour toute sous-variété V
d’une puissance cartésienne de G, ou V est définie sur K, 'ensemble V(K) est
nommé par un prédicat. Dans M, le rang de Morley correspond a la dimension
de Zariski.

Depuis une trentaine d’années, les groupes de rang de Morley fini ont été
I'objet de travaux profonds (voir par exemple les monographies [B83], [B28] et
[B8]). Les méthodes employées sont principalement inspirées de la théorie des
groupes algébriques, mais aussi des groupes finis.

Le fil conducteur est de développer la théorie des groupes de rang de Morley
fini en suivant autant que possible I'analogie avec les groupes algébriques. Cette
analogie reste méme vraie jusqu’a un certain point pour les groupes stables,
beaucoup plus généraux que les groupes de rang de Morley fini. Ainsi, on peut
définir dans tout groupe stable les notions de type générique (Poizat), de sta-
bilisateur et de composante connexe etc., et ces notions ont donné des outils
performants pour comprendre ces structures (voir par exemple [B83]).

La force motrice dans le domaine des groupes de rang de Morley fini est la
conjecture suivante, une version algébrique de la Conjecture de trichotomie.

Conjecture d’algébricité (Cherlin-Zilber). Soit G un groupe simple infini
de rang de Morley fini. Alors G = H(K), ot K est un corps algébriquement
clos et H un groupe algébrique (simple) défini sur K.

Quelques commentaires. Si on leve I’hypothese de simplicité, il est facile
de construire des exemples non-algébriques (par exemple Hi(K7) x Hy(K>),
pour K; des corps algébriquement clos distincts et H; des groupes algébriques
convenables). Si H est un groupe simple sur un corps algébriquement clos K,
alors le corps K est interprétable dans la structure du groupe pur (H(K), "), et
le groupe pur est donc bi-interprétable avec la structure de groupe algébrique.
Enfin, notons que tout corps infini de rang de Morley fini (et méme w-stable)
est algébriquement clos, par un résultat classique de Macintyre [B75].

La Conjecture d’algébricité est toujours ouverte. Néanmoins, des cas par-
ticuliers (avec des hypotheses sur le sous-groupe de 2-Sylow) sont démontrés
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[B8]. En analogie avec la classification des groupes simples finis, une stratégie
inductive avait été adoptée depuis le début des années 80. L’un des obstacles
qui avait été identifié tot consistait en l'existence éventuelle de mauvais corps.

Un mauwvais corps est un corps de rang de Morley fini K dans lequel il existe
un sous-groupe propre définissable infini U < K* du groupe multiplicatif.

Question 1.2.1 (Zilber (1980), Poizat [B28, p. 352]). Existe-t-il un mauvais
corps ?

Comme nous ’avons dit dans I'introduction, 'un des résultats majeurs pré-
senté dans ce mémoire est la construction d’un mauvais corps en caractéristique
0.

L’existence de mauvais corps ne contredit pas la conjecture d’algébricité.
Mais ’absence de mauvais corps aurait simplifié I’analyse des sous-groupes de
Borel (sous-groupe résolubles maximaux) d’un groupe G de rang de Morley fini.
En effet, un sous-groupe de Borel de G pourrait par exemple étre de la forme
K* x U, o (K,U) est un mauvais corps interprétable dans G.

Dans ce qui suit, nous exposons quelques résultats autour du rang de Morley
dans les groupes de rang de Morley fini.

Notons d’abord que tout groupe simple (infini) de rang de Morley fini, ainsi
que tout corps (infini) de rang de Morley fini, est presque fortement minimal. En
particulier, il s’agit donc de structures Ry-catégoriques (si le langage est dénom-
brable), et le rang de Morley a de trés bonnes propriétés dans ces structures,
par des résultats généraux. En fait, ceci est vrai dans tout groupe de rang de
Morley fini.

Avant de définir le bon cadre pour notre exposition, fixons quelques nota-
tions. Si 7 est un type partiel, on note RM(7) son rang de Morley, DM(7) son
degré de Morley, et RDM(7) la paire (RM(7), DM(7)). Nous écrivons RM(a/C')
pour RM(tp(a/C)).

Dans une théorie de rang de Morley fini, on dit que le rang de Morley est

— additif si RM(ab/C') = RM(b/C) + RM(a/Cb) pour tout @,b et C';

— définissable si pour tout entier r et toute formule ¢(T,Z) il existe une

formule 6(%) telle que RM(¢(Z,b)) = r si et seulement si = 0(b).

Définition 1.2.2. Une théorie complete T' est dite presque Wi-catégorique si
T est non-multidimensionelle, avec toutes ses dimensions fortement minimales,
c’est-a-dire §’il existe un ensemble fixé d’ensembles fortement minimaux {D; |
i € I} (dans T°? et définis avec parametres) tel que tout type non-algébrique
soit non-orthogonal & 'un des D;.

Notons que nous ne supposons pas que le langage soit dénombrable, et re-
marquons que 7' est presque Nj-catégorique si et seulement 7°? ’est. De plus,
dans une théorie presque Nj-catégorique, il n’y a qu’un nombre fini de classes
de non-orthogonalité de types fortement minimaux, et on peut donc supposer
que I est fini. Nous renvoyons & [B80] pour une discussion des théories presque
N;-catégoriques ; en particulier, on y trouve une preuve du fait suivant.
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Fait 1.2.3. Soit T une théorie presque Ry-catégorique. Alors, dans T, le rang
de Morley est fini, définissable, additif et égal au rang U de Lascar.

Le résultat suivant, di a Lascar, dit que le rang de Morley se comporte
extrémement bien dans les groupes de rang de Morley fini.

Fait 1.2.4 ([B73]). Soit G un groupe de rang de Morley fini et T = Th(G).
Alors T est presque Ry-catégorique. En particulier, dans G, le rang de Morley
est fini, définissable, additif et égal au rang U de Lascar.

On peut d’ailleurs prendre (une version de) ce résultat comme base pour
une approche alternative aux groupes de rang de Morley fini. Poizat montre
ainsi que les groupes de Borovik (définis de maniere axiomatique a I'aide d’une
fonction de rang) correspondent précisément aux groupes de rang de Morley fini
[B83, Théoreme 2.15].

Nous terminons cette partie avec une propriété plus fine qui apparaitra a
plusieurs endroits de ce mémoire.

On dit qu’une théorie T' de rang de Morley fini a la DMP (definable multi-
plicity property) si, pour toute paire d’entiers (r,d) et toute formule ¢(Z,%), il
existe une formule 6(%) telle que RDM(p(T, b)) = (r, d) si et seulement si = 0(b).
(Nous renvoyons & [B57] pour une discussion de la DMP.)

La théorie ACF, a la DMP. En effet, étant donnée une famille définissable
{Vi }+ep de variétés algébriques dans un corps algébriquement clos K, 'ensemble
des t tels que V; soit irréductible est définissable. Il s’ensuit en particulier que
tout groupe algébrique sur K a la DMP. On ne sait pas si c’est le cas dans tout
groupe de rang de Morley fini (cf. la partie 1.5.2).

1.2.2 Amalgames de Hrushovski

Nous faisons ici un bref survol de la technique d’amalgamation de Hrushovski
(voir par exemple [B52] pour une description plus détaillée). Comme nous I’avons
dit dans I'introduction, il s’agit d’une variante de la méthode de Fraissé qui s’est
avérée extrémement utile pour construire des structures stables, et souvent w-
stables ou méme de rang de Morley fini, ayant une prégéométrie prescrite. Nous
nous intéressons particulierement ici aux constructions de nouvelles structures
de rang de Morley fini.

En suivant Goode [B46] et Poizat, on peut découper la construction en deux
étapes : la constuction d’'une structure générique de rang de Morley infini, puis
le collapse en une structure de rang fini.

Soient K une classe de L-structures, K™ C K la sous-classe des structures
“finiment engendrées’ (en un sens & préciser) et § : K/ — Z U {—o0} une
fonction de prédimension satisfaisant a quelques conditions naturelles. Au lieu
de donner un cadre axiomatique, mentionnons deux exemples qui illustrent bien
les phénomeénes importants.

Exemples 1.2.5.
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(A) Fusion de deux théories fortement minimales (Hrushovski [B57])
Pour i = 1, 2, soient T; des L;-théories fortement minimales ayant la DMP,
dans des langages £; dénombrables. On suppose que 77 et 75 éliminent
les quanteurs et que les langages £; soient relationnels et disjoints.

Soit £ := L1 U L5. On considere la classe K des modeles de TY U Ty, et
ICT™ 1a sous-classe des structures finies dans K.
Pour A € K™, on pose §(A) := RMz, (A) + RMr, (A) — |A|.

(B) Corps rouges (Poizat [B85])

Soit £ = LRings U {R}, ol R est un prédicat unaire. On fixe un nombre
premier p et on considére la classe K des L-structures (K, R(K)) ou K |=
ACF, et telles que R(K) soit un sous-groupe du groupe additif (K, +).
Soit Kf" := {(K, R(K)) € K | tr.deg(K) < oo}.

Pour K € K/, on pose §(K) := 2tr.deg(K) — L. dimg, (R(K)).

Pour A C B dans K/ on pose §(B/A) := §(B) — §(A). (Dans les exemples,
cette définition s’étend naturellement au cas ot A et B sont des éléments de K
et B est finiment engendrée sur A.) On dit que A est autosuffisant dans B (ce
que l'on désigne par A < B) si 6(B’/A) > 0 pour tout B’ avec A C B’ C B et
B’ finiment engendré sur A. On pose Ko :={M € K | § < M}, et on considere
la classe (Ko, <), ou plutot (K™, <), ou K™ = Ky N KFin,

Si M e Ky et C C M est une partie quelconque, il existe une plus petite
structure D € g avec C' C D < M, appelée cloture autosuffisante de C' et notée
clpr(C). On obtient une notion de dimension, en posant d(C) := §(clp (C)) =
min{§(C") | C C C' C M}, et de méme d(a/C) = d(clpr(Ca)/ clps (C)).

Dans les exemples, on montre :

(a) Ko est une classe élémentaire ;

(b) la classe (ICgm, <) a la propriété d’amalgamation (AP) et la propriété du

plongement commun (JEP);

(c) ngm est dénombrable & isomorphisme pres ; plus généralement, pour tout
Ae IC(J)%”7 la classe des extensions autosuffisantes A < B avec B € IC(J)%"
est dénombrable, & L 4-isomorphisme pres.

Il suit de (a)-(c) qu’il existe dans Ky une unique structure dénombrable M,
qui soit homogéne-universelle pour la classe (ngm7§) : pour tout A < B €
ICgm et A < M,, il existe un L 4-plongement autosuffisant de B dans M. On
appelle M, la limite de Fraissé-Hrushovski de la classe (ngi", <). Pour que
T, := Th(M,,) ait les propriétés voulues, on doit alors montrer que M, est
saturée (ce qui est le cas dans les exemples (A) et (B)).

La théorie T, est en général de rang (de Morley) infini.

Fait 1.2.6 (Poizat [B85]). Dans le cas des corps rouges (B), on a RM(T,,) = w-2
et R définit un sous-groupe du groupe additif de rang de Morley w.

Dans le cas de la fusion (A), sauf dans des contextes dégénérés, on a RM(T,,) =
w (voir par exemple Hasson et Hils [B52, 6.13]).
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La seconde étape, appelée collapse, est nécessaire pour obtenir des structures
de rang de Morley fini, plus précisément avec d = RM. Cette étape est bien plus
sophistiquée. L’idée est de réduire la classe Ky en bornant uniformément le
nombre de réalisations des types de dimension 0 dans T,,.

Techniquement, ceci est fait en choisissant des familles d’ensembles fortement
minimaux dans T,,, appelées codes, qui permettent de donner des ‘coordonnées’
pour tous les types de dimension 0. On associe ensuite un entier u(a) & chacun
de ces codes, définissant ainsi une sous-classe élémentaire Kff C Ky. Les points
les plus délicats de la construction sont d’assurer que la classe (Kf, <) ait I'(AP)
et que sa limite de Fraissé-Hrushovski M* soit saturée.

Une fois que ceci est réalisé, la théorie T* := Th(M*") a les propriétés dé-
sirées. Si C C M | T*, la cloture algébrique de C' est alors donnée par sa
d-cloture cl} (C) = {a € M | d(a/C) = 0}.

Revenons aux exemples. La partie (1) du fait suivant est due & Hrushovski
[B57] ; la partie (2), conjecturée par Poizat dans [B85], a été établie par Baudisch,
Martin Pizarro et Ziegler [B19].

Fait 1.2.7. 1. Dans Uexemple de la fusion (A), T,, admet un collapse en une
théorie fortement minimale TH, et on a TH O Ty UTs.

2. Dans l’exemple des corps rouges (B), T,, admet un collapse en une théorie
TH de rang de Morley 2, avec R sous-groupe fortement minimal du groupe
additif du corps.

Comme nous 'avons dit dans l'introduction, la construction des mauvais
corps en caractéristique 0 de [A1], que nous présentons dans ce mémoire (Section
1.4), suit une idée de Poizat et est analogue a celle des corps rouges (collapsés).
En effet, on travaille dans £ := Lpings U {U}, U étant un prédicat unaire, et on
considere la classe K des L-structures (K, U(K)) ot K = ACFy et telles que
U(K) < K* soit un sous-groupe divisible sans torsion du groupe multiplicatif
de K. On considére la prédimension §(K) := 2tr.deg(K) — 1. dim(U(K)), ou
1. dim désigne la dimension linéaire du Q-space vectoriel U(K).

1.2.3 Conditions de Schanuel et uniformité pour les inter-
sections de variétés avec des tores

Dans les constructions par amalgamation que nous venons de présenter, la
positivité de la prédimension est 'un des ingrédients clé. Nous avons mentionné
dans l'introduction la philosophie de Zilber selon laquelle on devrait interpréter
cette positivité comme une condition de Schanuel généralisée. Ce point de vue
est effectivement tres fructueux.

Dans cette partie, nous exposerons donc quelques résultats et conjectures
autour de la Conjecture de Schanuel. D’une part, nous pourrons ainsi introduire
des outils importants qui serviront dans la construction des mauvais corps, no-
tamment la CIT faible. D’autre part, cela nous permettra de situer nos travaux
dans un contexte plus large, en exhibant des liens avec plusieurs domaines de
recherche tres actifs en ce moment.
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Entrons dans le vif du sujet, et énongons donc la conjecture qui est & la base
des considérations qui vont suivre.

Conjecture de Schanuel (SC). Soient ay,...,a, € C des nombres complexes
linéairement indépendants sur Q. Alors on a

tr.deg(Q(aq, ..., an,e*,...,e*)) > n.

Cette conjecture est largement ouverte ; on sait qu’elle est vraie si tous les a;
sont des nombres algébriques (théoreme de Lindemann-Weierstrass). Kirby [B71]
a montré que, dans un sens précis, si (SC) est vraie alors on sait répondre a toutes
les questions de transcendance sur ’exponentielle et le logarithme complexes.

Pour @ € C™, on pose §(a) = tr.deg(Q(aq, ..., an, e, ..., e%)) =1 dim((a)),
ou (@) désigne le Q-espace vectoriel engendré par @, et 1.dim la dimension Q-
linéaire. Alors (SC) équivaut au fait que ¢ est non-négative sur C. Zilber [B100]
a utilisé cette fonction de prédimension ¢ dans la classe des corps exponentiels
de caractéristique 0 pour construire, par la méthode d’amalgamation de Hru-
shovski, ses fameux corps avec pseudo-exponentielle (appelés corps de Zilber).
Il montre qu’en tout cardinal non-dénombrable il existe un unique tel corps, et
il conjecture que celui de cardinal 2% est isomorphe & C avec I’exponentielle
usuelle. Dans sa construction, Zilber est obligé de sortir du cadre de la logique
du premier ordre.

Nous citons maintenant le Théoréme d’Ax, une version différentielle de la
Conjecture de Schanuel qui est a l'origine des résultats importants d’uniformité
et de définissabilité que nous énongons ci-dessous.

Fait 1.2.8 (Ax [B9]). Soit (K, D) un corps différentiel de caractéristique 0 et de
corps des constantes C, et soient ay,...,an,b1,...,b, € K* tels que Da; = %
pour i = 1,...,n. On suppose que Daq,..., Da, sont Q-linéairement indépeﬁ—
dants. Alors

tr.deg(C(a1,...,an,b01,...,b,)/C) > n+ 1.

Contexte et notations. Dans ce qui suit, K désigne un corps algébriquement
clos de caractéristique 0. Les variétés considérées sont des sous-variétés de G,
définies sur K (non nécessairement irréductibles).

On note Tor le groupe des racines de I'unité dans Q9. Le sous-groupe de
torsion de G, (K) est donc donné par Tor".

Pour @ = (a1,...,a,) € GIL(K) = (K*)" et m = (mq,...,my) € Z"™, on
note @™ :=[[, a;"". Plus généralement, si M est une matrice k x n a coefficients
dans Z, de lignes My, ..., My, on pose @™ := (@™, ... @Mr).

L’application ¢y : G?, — GE, qui a 7 associe M est un homomorphisme de
groupes algébriques. Son noyau est un sous-groupe algébrique de G}, et tous
ses sous-groupes algébriques sont de cette forme. Si la matrice M est de rang k,
alors T' = ker(ppr) est de dimension de Zariski n— k. Un tore est un sous-groupe
algébrique connexe de G7,. Si T < G7, est un tore et ¢ € (K*)", on note ¢TI’ le
translaté de T par c. Un translaté par un uplet v € Tor™ sera appelé un translaté
de torsion.
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Soient U et V' deux sous-variétés d’une variété lisse W. Une composante
irréductible S de l'intersection U NV est dite atypique (dans W) si sa dimension
est plus grande que celle qu’'on attend génériquement, c’est-a-dire si

dim(S) > dim(U) + dim (V) — dim(W). (1.1)

Notons que pour toute composante irréductible S, on a l'inégalité > dans (1.1).

La conjecture suivante — sur l'intersection de variétés avec des tores — est
due & Zilber [B101]. Depuis sa formulation, elle a motivé un grand nombre de
travaux. Elle s’inscrit dans le contexte bien plus général de la Conjecture de
Zilber-Pink. (Pour une discussion plus détaillée, nous référons a la monographie
récente de Zannier [B99].)

Conjecture 1.2.9 (CIT). Soit V C G}, une sous-variété définie sur Q. Alors
il existe un ensemble fini p(V) = {yiTh,...,ynIn} de translatés de torsion de
sous-tores propres de G}, tels que, pour tout translaté de torsion d’un tore T,

toute composante atypique S de l'intersection V N~T est contenue dans l'un des
Yili-

On peut formuler la CIT pour toute variété semi-abélienne. Zilber montre
qu’elle entraine alors la Conjecture de Manin-Mumford ainsi que la Conjecture
de Mordell-Lang [B101]. En particulier, elle implique donc le résultat suivant,
qui correspond au théoreme de Laurent dans le cas ol le sous-groupe de rang
fini considéré est égal & Tor™.

Fait 1.2.10 ([B74]). Soit V C G}, une variété définie sur K. Alors il existe un
nombre fini de translatés de torsion de tores 111, ...,ynInN tel que

V N Tor™ = U (v,;T; N Tor™) .
j=1

Etant donnée une sous-variété irréductible W de G}, son tore minimal est le
plus petit tore T tel que W soit contenue dans un translaté ¢I" de T'. On définit
alors la codimension de W comme cd(W) := dim(T") — dim(W) = L. dim(W) —
dim(W), ot 1. dim(W) := dim(T"). Une sous-variété fermée irréductible W d’une
variété V est dite cd-mazimale dans V si cd(W') > c¢d(W) pour toute variété
irréductible W’ avec W C W' C V.

En utilisant le Théoreme d’Ax (fait 1.2.8), Zilber montre une version de la
CIT pour les corps de fonctions.

Fait 1.2.11 (CIT faible [B101, Corollary 3]). Soit V une sous-variété de G.,.
Alors il existe un ensemble fini {T1,...,Tn} de sous-tores propres de G, tels
que, pour tout translaté cT' d’un tore, le tore minimal de toute composante aty-
pique S de lintersection V N T est contenu dans l'un des Tj.

On observe que si V' décrit une famille définissable V, on peut trouver par
compacité une famille finie de tores qui convienne pour toutes les instances de
la famille V.
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Remarque 1.2.12. Kirby a établi l’analogue de la CIT faible pour les variétés
semi-abéliennes en caractéristique 0 [B70, Theorem 4.6].

La reformulation suivante de la CIT faible est due a Poizat. On I'obtient par
induction sur la dimension du tore ambiant.

Fait 1.2.13 ([B85, Corollaire 3.7]). Soit V = {V;}:tep une famille définissable
de sous-variétés de GI,. Alors il existe un ensemble fini 7(V) = {Tp,...Tn} de
tores tels que, pour toutt € P, le tore minimal de toute sous-variété cd-maximale
de Vy est un élément de T(V).

C’est cette version que nous utilisons constamment dans la construction
du mauvais corps. Dans les applications, on observe que les sous-variétés cd-
maximales correspondent en quelque sorte a des points extrémaux, et le controéle
des sous-variétés cd-maximales permet alors de controler de maniere définissable
certaines notions liées a la fonction de prédimension 4.

Avant de donner des applications du fait 1.2.13, nous mentionnons un exemple
(dt & Bays et Zilber, voir [Al, 2.4]) qui montre que ce résultat ne s’étend pas
au cas d’une caractéristique positive.

Exemple. Soit F' un corps algébriquement clos de caractéristique p > 0 et soit
V C G# définie par les équations z +y = 1 et 2 +u = 1. Pour n € N, soit T},
le tore défini par 2P = z et u?" =y. Alors
— V est irréductible avec dim(V) =2 et cd(V) = 2;
— X, ;== V NT, est une courbe irréductible de tore minimal T}, et on a
donc cd(X,,) = 1;
— X, est une sous-variété cd-maximale de V.

Anticipant la construction des corps verts et des mauvais corps on pose, pour
V C G, une variété irréductible, (V) := 2dim(V) — 1. dim(V) = dim(V) —
ed(V). Si M € Matyyxn,(Z), on note VM la cloture de Zariski de (V) dans
GE . (Donc VM est égal au lieu de @ sur K, ol @ est générique dans V au-dessus
de K.)

Définition 1.2.14. Une variété irréductible V' C G}, est appelée
— libre si le tore minimal de V' est égal a G}, ;
— rotonde si elle est libre et si 6(V*) > 0 pour toute matrice M a
coeflicients entiers ;
— minimale préalgébrique si V est libre, §(V) = 0 et 6(VM) > 0 pour
toute matrice M a coefficients dans Z avec 1 < rg(M) <n — 1.

On dit qu’une propriété P qui porte sur les variétés algébriques est défi-
nissable si pour toute famille définissable de variétés algébriques V = {V,}iep,
Pensemble des parametres ¢ tels que V; ait la propriété P est définissable (dans
le langage des corps).

11 est facile de voir que la propriété d’étre libre est définissable. (Voir page
20.)

Fait 1.2.15 (Kirby [B70]). La rotondité est une propriété définissable.
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Dans [A5, Fact 3.3] nous donnons une preuve de ce résultat, qui utilise le
fait 1.2.13. Un argument légérement plus sophistiqué permet de montrer la pro-
position suivante.

Proposition 1.2.16 ([Al, Lemma 4.3]). La préalgébricité minimale est une
propriété définissable.

1.3 Kummer-généricité et définissabilité

Dans la partie précédente, nous avons exposé des résultats sur la relation
entre la dimension de Zariski dans le tore G]), en tant que groupe algébrique,
et la dimension linéaire dans sa structure de groupe pur. Dans cette section,
nous présentons nos propres travaux sur un autre phénomene, également lié a ce
passage du tore, ou plus généralement d’une variété semi-abélienne, a son réduit
de groupe pur, un phénomene qui concerne le comportement des multiplicités
lors de ce passage.

Contrairement aux résultats du type Ax-Schanuel qui sont uniquement va-
lables en caractéristique 0, nous n’avons pas besoin de restriction sur la carac-
téristique dans cette section. Nous pouvons méme nous placer dans le contexte
abstrait d’un groupe abélien divisible de rang de Morley fini et établir nos ré-
sultats dans cette généralité.

Le plan de la section est le suivant. Dans un premier temps, nous considérons
le cas d’une variété semi-abélienne S, en traitant d’abord le cas ou S = G}, est
une puissance du groupe multiplicatif, puis le cas général. Ensuite, les résultats
dans le cas semi-abélien sont généralisés aux groupes abéliens divisibles de rang
de Morley fini. Nous terminons la section avec la discussion de quelques exemples
et variantes.

1.3.1 Le cas d’une variété semi-abélienne

Soit .S une variété semi-abélienne sur un corps algébriquement clos de carac-
téristique p > 0. Rappelons que cela veut dire qu’il existe une suite exacte de
groupes algébriques

1—T—5—A4A—1

avec T' = G7, un tore et A une variété abélienne. On sait que la loi de groupe
sur S est alors commutative. Elle sera notée + dans la suite.
Pour n un entier, on note [n] : S — S 'application de multiplication par n.
Dans ce qui suit, nous aurons besoin des propriétés suivantes :

Fait 1.3.1. Soit S une variété semi-abélienne définie sur un corps algébrique-
ment clos K.

1. (S(K),4) est un groupe divisible : pour tout n > 1, [n] : S — S est
surjective avec un noyau fini noté Sn].
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2. Le sous-groupe de torsion Tor(S) = J,,~, S[n] est Zariski-dense dans S ;
autrement dit, il n’est contenu dans aucun sous-groupe algébrique propre
de S.

Voici les notions qui nous intéressent dans cette section.

Définition 1.3.2. Soit V C S une sous-variété irréductible de S.
— On dit que V est libre (dans S) si V n’est contenue dans aucun translaté
t + S’ d’un sous-groupe algébrique propre S’ de S.
— On dit que V est Kummer-générique (dans S) si [n]~(V) est irréduc-
tible pour tout n > 1.
— On dit que V est presque Kummer-générique (dans S) s’il existe N > 1
tel que toute composante irréductible de [N]~1(V) soit Kummer-générique.

La caractérisation suivante des sous-variétés libres de S, conséquence du
théoreme des indécomposables de Zilber, nous sera utile dans la suite :

Fait 1.3.3. Soit V C S irréductible, et soit d = dim(S). On note ¥ : V¢ — S
Uapplication qui a (x1,...,2q) associe Y x; € S.
Alors V est libre si et seulement si (V%) est générique dans S.

Comme Tor(S) est Zariski-dense, il n’est pas difficile & voir que toute variété
(presque) Kummer-générique est libre.

En revanche, il existe des variétés libres qui ne sont pas Kummer-génériques.
Par exemple, la variété V = {(z,y) | y = (1 + 2)?} C G2, =: S est (irréductible
et) libre, mais [2]71(V) = {(x,y) | y* = (1+2?)?} n’est pas irréductible, puisque
(y+1+22?)(y— (1 +22)) = y? — (1 +22)2. Les deux composantes irréductibles
de [2]71(V) sont Kummer-génériques, et en particulier V est presque Kummer-
générique.

Ce comportement n’est pas un hasard, comme le montre le résultat suivant
dii & Zilber [B103].

Fait 1.3.4. Soit V une sous-variété irréductible de GJ,. Alors V est libre si et
seulement si elle est presque Kummer-générique.

Zilber [B103] avait énonce ce fait seulement en caractéristique 0; dans [B24],
Zilber et Bays ont noté que le méme argument s’applique en caractéristique
positive.

Nous esquissons maintenant Pargument de Zilber [B103] pour montrer le
fait 1.3.4. On montre d’abord que si L est un corps de fonctions sur K = K9,
alors le quotient des groupes multiplicatifs L*/K™* est un groupe abélien libre.
Pour cela, il suffit de choisir un modele projectif et normal W de L. On a donc
en particulier que K (W) = L. L’application qui & f € K(W)* associe le diviseur
principal correspondant

(£) =" vp(f)-p € Div(W) = PZ-p
p
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induit alors un plongement du groupe L*/K* dans Div(W). (Ici, p parcourt les
points de codimension 1 dans le schéma associé a W, et v, désigne la valuation
discrete de K (W) correspondante.)

Si V C G, est libre et (aq,...,a,) générique dans V sur K, on applique

m

ce résultat & L = K(ay,...,a,). Si N est un multiple commun de tous les
coefficients v, (a;) non-nuls, on montre que (Y/ai,..., ¥/a,)/K* est un sous-

groupe pur de K({/ay,..., ¥/a,)*/K*. On utilise la théorie de Kummer pour
en déduire que toute composante irréductible de [N]71(V) est alors Kummer-
générique.

Dans [A5], je montre que 'on peut rendre uniforme la preuve de Zilber. En
effet, en utilisant des arguments classiques de théorie des corps valués, j’établis
une borne uniforme pour la taille des coefficients vy, (a;) qui peuvent apparaitre
lorsque V' varie dans une famille définissable {V;};cp. On trouve alors un entier
N > 1 qui convienne pour toutes les variétés de la famille, et V; est Kummer-
générique si et seulement si [N]71(V}) est irréductible. Cette uniformité entraine
le résultat de définissabilité suivant.

Théoréme 1.3.5 ([A5, Proposition 4.5]). Dans G, la notion de Kummer-
généricité est une propriété définissable : étant donnée une famille définissable
{Vi}sep de sous-variétés de G, l’ensemble

{t € P | V; est Kummer-générique dans G, }

est définissable.

Nous verrons dans la section 1.4 que c’est grace au fait 1.3.4 que la classe
d’amalgamation (Ko, <) considérée par Poizat dans sa construction du corps
vert admet un modele homogene-universel dénombrable. Quant au collapse du
corps vert de Poizat sur un mauvais corps, un contréle uniforme de la Kummer-
généricité est indispensable, et le théoreme 1.3.5 fournit ce qu’il faut.

Il n’est pas clair comment on pourrait généraliser 'approche de Zilber au
cas d’une variété (semi-)abélienne. Ofer Gabber nous avait suggéré une straté-
gie de preuve des résultats correspondant au fait 1.3.4 ainsi qu’au théoréme 1.3.5
dans le cas d’une variété semi-abélienne quelconque. Cette stratégie utilisait le
groupe fondamental (étale). L’idée clé est d’exploiter le fait 1.3.3. En collabora-
tion avec Bays et Gavrilovich [A2], nous mettons en place cette stratégie. Plus
précisément, nous remplacons le groupe fondamental par un groupe de Galois
approprié et nous donnons une preuve des deux théorémes suivants. (Notons
que ces résultats sont valables en toute caractéristique, et que nous n’avons par
exemple pas besoin de '’hypotheése que la variété en question soit ordinaire.)

Théoréme 1.3.6 ([A2, Theorem 1.1]). Soit S une variété semi-abélienne et
V' C S une sous-variété irréductible. Alors V est libre si et seulement si elle est
presque Kummer-générique.

Théoréme 1.3.7 ([A2, Theorem 1.2]). Soit S une variété semi-abélienne. Alors
la Kummer-généricité est une propriété définissable dans S : étant donnée une
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famille définissable {V;}iep de sous-variétés de S, l’ensemble
{t € P |V} est Kummer-générique dans S}

est définissable.

Il est clair que l’ensemble en question est type-définissable, puisque 'irré-
ductibilité d’une variété est une propriété définissable en les parametres. Tout le
probleme réside en ce qu’il faut montrer I'existence d’un entier N tel que, pour
toutes les variétés de la famille, si [N]~1(V}) est irréductible, alors [n]~(V}) est
irréductible pour tout n.

Notons que la définissabilité de la presque Kummer-généricité dans .S découle
du théoréme 1.3.6, compte tenu du fait 1.3.3.

Nous avons dit ci-dessus que la preuve de ces deux résultats qui est donnée
dans [A2] est formulée dans les seules termes du groupe de Galois. Or, si 'on
tient compte des imaginaires, d’apres Poizat ([B82]) une théorie de Galois existe
dans toute théorie du premier ordre. Nous verrons dans la partie suivante que
certains arguments de théorie de Kummer se font dans le contexte abstrait d'un
groupe de rang de Morley fini, et que les théoremes 1.3.6 et 1.3.7 admettent des
analogues abstraits dont nous esquisserons la preuve. (Notons également qu’ils
sont conséquences de ces analogues abstraits.)

1.3.2 Le cas d’un groupe abélien de rang de Morley fini

Dans cette partie, nous nous plagons dans un contexte abstrait qui généra-
lise celui d’une variété semi-abélienne sur un corps algébriquement clos. Fixons
d’abord le cadre dans lequel nous travaillons :

Contexte 1.3.8. (S,+) est un groupe abélien de rang de Morley fini, définis-
sable dans un modeéle M d’une théorie T'. On considére S avec toute la structure
induite et on suppose que S est stablement plongé. De plus, on suppose :

1. S est divisible : Papplication [n] : S — S est alors surjective avec un noyau
fini S[n] (C S(M));

2. le sous-groupe de torsion Tor(S) = J,,»; S[n] n’est contenu dans aucun
sous-groupe propre définissable S’ de S.

Nous avons ajouté la condition (2) pour simplifier les énoncés dans la suite.
Dans [A2], cette condition n’est pas imposée. En pratique, on se ramene au cas
ou elle est satisfaite, en remplacant S par d(Tor(S)), la cléture définissable de
Tor(S). C’est le plus petit sous-groupe définissable de S contenant Tor(S). (Il
existe par la DCC pour les groupes définissables dans un contexte w-stable.)

On dit qu'un type g(z) étend S si g+ z € S. Soit p un type global qui étend
S. On définit un type partiel ps (sur le modele monstre U) en les variables
(zi)ien+ en posant

Poo = p(x1) U{[m](Xpnm) = zpn | myn > 1}.
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Une réalisation (a;)i>1 = poo 1'est donc rien d’autre qu’une réalisation a; de p
avec un choix cohérent de points de divisions.

Définition 1.3.9 ([A2]). Soit p(x) un type global qui étend S.
— On dit que p est libre si pour tout translaté ¢ + S’ d’un sous-groupe
définissable propre S’ de Son a p(x)Fz &t + 5.
— On dit que p est Kummer-générique si p, est un type complet (global).
— On dit que p est presque Kummer-générique si po, n’a qu'un nombre
fini de complétions.
Si X C S est définissable avec DM(X) = 1, on note px son unique type (glo-
bal) générique, et on dit que X est libre (Kummer-générique, presque Kummer-
générique, respectivement) si px lest.

On montre que si X C S avec DM(X) = 1, alors X est Kummer-générique
si et seulement si DM([n]71(X)) = 1 pour tout n > 1, et presque Kummer-
générique si et seulement si DM([n]~1(X)) est borné indépendamment de n. II
en découle que dans le cas d’une sous-variété irréductible d’une variété semi-
abélienne, ces définitions coincident avec celles que nous avons données aupara-
vant (Définition 1.3.2).

Nous énongons maintenant les résultats principaux de [A2] concernant la
Kummer-généricité dans le contexte 1.3.8. (Nous nous contentons de donner des
cas particuliers.)

Théoreme 1.3.10 ([A2, Theorem 6.4]). Soit p un type global qui étend S. Alors
p est libre si et seulement s’il est presque Kummer-générique.

Un argument standard montre que tout type presque Kummer-générique est
libre. Quant a la réciproque, elle est plus difficile a établir.

Théoréeme 1.3.11 ([A2, Theorem 6.7]). On suppose que la structure induite
sur (S,4) a la DMP. Soit {X;}1cp une famille définissable de sous-ensembles
de S. Alors l'ensemble {t € P | X; est Kummer-générique} est définissable.

Pour démontrer ces deux théorémes, dans [A2], nous prouvons le résultat
suivant.

Proposition 1.3.12 ([A2, Theorem 6.6]). Soit {X:}iep une famille définissable
de sous-ensembles libres de S. Alors il existe N > 1 tel que DM([n]~1(X;)) < N
pour tout t € P et tout n > 1.

Le théoréme 1.3.11 suit de cette proposition. En effet, si N est comme dans
la proposition, posons m := N!. Alors X; est Kummer-générique si et seulement
si DM([m]=1(X};)) = 1, ce qui est une propriété définissable par la DMP.

Nous esquissons maintenant la preuve du théoréme 1.3.10 donnée dans [A2].
Elle est suffisamment uniforme pour démontrer la proposition 1.3.12.

On établit d’abord la caractérisation suivante des types libres, analogue abs-
trait du fait 1.3.3.
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Lemme 1.3.13. Soit p un type global qui étend S. On suppose que d = RM(S),
et on considére ¥ : S — S, (X1,...,xq) = 21+ +xq. Alors p est libre si et
seulement si ¥, (p(d)) est le type générique de S.

Ce lemme est une conséquence de [A2, Lemma 6.1], une version pour les
types du théoreme des indécomposables de Zilber.

Soit maintenant p un type global qui étend S et qui est libre.

On peut reformuler la Kummer-généricité en termes d’image du groupe de
Galois absolu par un ‘caractere de Kummer abstrait’. Pour cela, on considere le
groupe profini suivant, analogue du module de Tate :

T = lim S[n]

Ici, la limite est prise par rapport aux applications
[m] : S[mn] — S[n].

Soit X C S avec DM(X) = 1 et tel que p = px. On suppose que X
est défini sur le modele M, et on choisit (a;)i>1 = peo | M. On considere
G = Gal(May) := Gal (acl®(May)/May), le groupe de Galois absolu de Ma;.
L’application

0:G—T,
o (o(an) — an)n

est un homomorphisme continu de groupes profinis, indépendant du choix des
a;, © > 2. L'image Z de 0 est alors un sous-groupe fermé de T, et le quotient
T/Z est en bijection naturelle avec I'ensemble des complétions de peo.

On termine la preuve par le lemme clé suivant, dont la preuve utilise le
lemme 1.3.13.

Lemme 1.3.14. Awvec les notations ci-dessus, on a #7T/Z < DM(X4NY " (a1)).

1.3.3 Exemples et variantes

Nous terminons la section sur la Kummer-généricité par la discussion de
quelques variantes et exemples des résultats que nous venons de présenter, tous
traités dans [A2].

Exemples 1.3.15 ([A2, Examples 7.1]). Tout groupe de rang de Morley fini
définissable dans DCF, a la DMP. De méme, tout groupe interprétable dans
une variété complexe compacte est de rang de Morley fini et a la DMP.

En particulier, si un tel groupe satisfait aux conditions données dans 1.3.8,
les théoremes 1.3.11 et 1.3.10 s’appliquent.

Ces théories seront discutées plus en détail dans la partie 1.5.2 sur la DMP
dans les groupes de rang de Morley fini.
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Un contexte similaire aux groupes de rang de Morley fini dans DCF est celui
des groupes type-définissables dans la théorie SCF, . des corps séparablement
clos de caractéristique p > 0 et de degré d’inséparabilité e > 1.

On sait (voir [B29]) qu’a isomorphisme définissable pres, les groupes abéliens
divisibles et type-définissables dans SCF), . sont de la forme S #* = N, p"S, pour
une variété semi-abélienne S. Benoist, Bouscaren et Pillay [B27, Proposition
3.23] montrent que dans certains cas, S#* a un rang de Morley relatif fini, en
particulier si S est isomorphe au produit d’une variété abélienne et d’un tore.
Dans ce cas, le théoreme suivant s’applique.

Théoréeme 1.3.16 ([A2, Theorem 6.5]). Soit S un groupe type-définissable de
rang de Morley relatif fini, abélien, divisible et tel que Tor(S) ne soit pas contenu
dans un sous-groupe propre relativement définissable de S.

Alors un type global p qui étend S est libre si et seulement s’il est presque
Kummer-générique.

Mentionnons que les résultats que nous avons présentés ont des analogues
dans tout contexte d’un groupe abélien de rang de Morley fini muni d’un endo-
morphisme définissable et surjectif (ou avec plusieurs tels endomorphismes, en
supposant qu’ils commutent entre eux).

Par exemple (voir [A2, Remark 2]), si G, désigne le groupe additif d’un corps
algébriquement clos de caractéristique p > 0, on peut considérer I’application
d’Artin-Schreier p : G — G, qui & T associe (zf — x;);, ainsi que ses itérées
©(™). On dit qu'une variété V C G? est libre si (V™) C G est générique, et
que V est Artin-Schreier-générique si (p(’m))71 (X) est irréductible pour tout
m > 1. Alors si V est libre, il existe IV tel que toute composante irréductible de
(™ ))_1 (V) est Artin-Schreier-générique.

Pour finir, nous voudrions présenter une reformulation de la Kummer-géné-
ricité adaptée au contexte ou il n’y a pas de groupe définissable sous-jacent.

Si S est une variété semi-abélienne définie sur K = K9 on considere T} la
théorie de la structure S; d’ensemble de base S(K), et avec un prédicat pour
toute sous-variété (définie sur K) d’un produit cartésien de S.

Soit Ty le réduit de 77, o 'on garde uniquement les prédicats pour les sous-
groupes algébriques des produits cartésiens de S. (En particulier, Paddition est
définissable dans Tj.) On choisit des langages Lo C £ tels que T; soit une
L;-théorie, pour 7 = 0,1. Soit Sy = S1 [z,. On note que Sy est une structure
abélienne, donc elle est en particulier mono-basée.

Remarque 1.3.17 ([A2, Remark 5, p. 24]). Dans le contexte ci-dessus, soit
V C S une sous-variété irréductible définie sur L = L™9 D K, et soit p; le type
Li-générique de V sur S(L). On a les équivalences suivantes :

— V est libre si et seulement si py [z, est le type générique de Sp.

— V est Kummer-générique si et seulement si V' est libre et si pour a =

p1, Vapplication naturelle Galr, (La) — Galr, (La) est surjective.

On peut se demander si nos résultats s’étendent & des expansions plus gé-
nérales de théories w-stables (de rang fini), par exemple dans le contexte des
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variétés de Shimura. Dans I’étude modele-théorique du j-invariant, la relation
entre Pespace affine de dimension n (avec sa structure de variété algébrique)
et son réduit qui est donné par les correspondances de Hecke joue un role im-
portant, et ce contexte ressemble beaucoup au cas d’une variété semi-abélienne,
voir par exemple les travaux récents de Harris [B48].

1.4 Construction de mauvais corps

Ceux de nos résultats qui apparaissent dans cette section proviennent es-
sentiellement de [Al]. Nous exposons aussi les variantes de [A3] du corps verts
et du mauvais corps avec torsion verte divisible arbitraire. Les codes utilisés
proviennent également de [A3]. En effet, Roche avait observé une lacune liée a
la Kummer-généricité dans la preuve du résultat principal de [Al]. Dans [A5] il
est expliqué comment on peut combler cette lacune ; dans [A3], la construction
de codes améliorés est effectuée et plus de détails sont donnés.

Le plan de cette section est le suivant. Nous exposons d’abord la construction
du corps vert de Poizat. Ensuite, nous esquissons la partie technique du collapse
du corps vert en un mauvais corps. Nous décrivons en particuliér les codes et les
suites aux différences et donnons une idée de leur utilisation dans le collapse.
Enfin, nous énoncons nos résultats concernant ’existence de mauvais corps.

1.4.1 Les corps verts de Poizat

Dans cette partie, nous présentons la construction des corps verts de Poi-
zat [B85]. Nous présentons également les variantes avec torsion verte divisible
arbitraire de [A3].

Soit £ := LRings U {U}, ot U est un nouveau prédicat unaire. On considére
la classe K des L-structures (K, U(K)) telles que
— K }: ACFo, et
— U(K ) < K* est un sous-groupe divisible sans torsion du groupe multi-
plicatif de K.
Suivant Poizat, les éléments de U sont appelés verts, les autres blancs.

On note 1. dim la dimension Q-linéaire dans K*/ Tor, et tr.deg le degré de
transcendance. Si A est un sous-ensemble d’un corps algébriquement clos, A%9
désigne la cloture algébrique du corps engendré par A.

Soit K C L deux structures dans K. Si tr.deg(L) est fini, on pose §(L) =
2tr.deg(L) — 1.dim(U(L)) € Z U {—o0}; de méme, si tr.deg(L/K) est fini, on
pose 0(L/K) := 2tr.deg(L/K) —1.dim(U(L)/U(K)), la prédimension de L sur
K. Comme nous ’avons expliqué dans les préliminaires sur les amalgames de
Hrushovski (partie 1.2.2), on obtient une notion d’autosuffisance K < L, ainsi

que la sous-classe
Ko ={L €K |§(L') >0 pour tout L' = L'"" C L avec tr.deg(L’) < co}.

On pose KJ™ := {L € Ky | tr.deg(L) < co}.
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Fait 1.4.1 (Poizat [B85]). La classe Ko est élémentaire.

Pour établir ce résultat, Poizat utilise la CIT faible (fait 1.2.13).

Soit K < L une extension autosuffisante dans Ky avec tr.deg(L/K) fini.
Alors lextension L/K admet une décomposition en une tour d’extensions au-
tosuffisantes minimales K = Lo < [ <..--< L, = L.

Soit maintenant L/K une extension autosuffisante minimale. On montre
alors qu’elle est de I'un des 3 types suivants :

— (extension générique blanche) : U(L) = U(K) et tr.deg(L/K) = 1;

— (extension générique verte) : 1. dim(U(L)/U(K)) = 1tr.deg(L/K) = 1;

— (extension minimale préalgébrique) : 6(L/K) = 0 et §(L/K") < 0 pour

tout K’ avec K C K’ = K'%9 C L; on a alors 1. dim(U(L)/U(K)) = n >
2t L= (KU(L)"™.

Lemme 1.4.2. Sotent K C L une extension dans Ko et a une Q-base de U(L)
sur U(K). On pose V =locus(a/K).

(1) On a K < L si et seulement si V est rotonde (cf. Définition 1.2.14).

A partir de maintenant, on suppose de plus que L = K (@)*9.
(2) On ad(L/K)=46(V)=dim(V) —cd(V).
(3) L/K est une extension minimale préalgébrique si et seulement si V' est
minimale préalgébrique (cf. Définition 1.2.14).
(4) Si V est Kummer-générique et si K C L' est engendrée par une Q-base
verte @ telle que locus(a’/K) =V, alors lapplication @ v+ @' s’étend en
un L -isomorphisme entre L et L.

Ce lemme met donc en rapport diverses propriétés d’une variété algébrique
et les extensions dans Ky données par le générique de cette variété. (Pour une
preuve de (4), voir [A5, Corollary 4.3]. Les autres parties suivent plus ou moins
des définitions.)

Fait 1.4.3. 1. La classe (Ko, <) a I’'(AP) et la (JEP).
2. (a) La sous-classe ICgm de Ko est dénombrable a isomorphisme preés.

b) Pour tout K € ICfm, la classe des extensions autosuffisantes K < L
0
avec L € ICgm est dénombrable, & Ly -isomorphisme preés.

A part (2b), ces propriétés sont établies dans [B85]. Quant & (2b), propriété
indispensable pour construire une limite (dénombrable) de Fraissé-Hrushovski,
elle découle du fait 1.3.4, compte tenu du lemme 1.4.2(4).

Soit M, la limite de Fraissé-Hrushovski de (IC(J)%”, <). On utilise la définissa-
bilité de la rotondité (fait 1.2.15) et le fait qu’on peut approximer les génériques
vert et blanc par des extensions préalgébriques pour donner une axiomatisation
de T, := Th(M,,) et montrer que M, est saturée.
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On obtient alors le résultat d’élimination des quanteurs suivant : deux uplets
a et @’ extraits de modeles M et M’ de T,, ont méme type si et seulement s’il
existe un L-isomorphisme f entre les clotures autosuffisantes de @ et de @ qui
envoie a sur @'. De plus, la cloture algébrique dans T,, est donnée par la cloture
autosuffisante.

On en déduit le résultat principal de [B85], a savoir l'existence d’un corps
vert, qui est un analogue de rang infini d’un mauvais corps.
Fait 1.4.4 ([B85]). La théorie T,, est w-stable de rang de Morley w - 2, avec

RM(U) = w.

En supposant la Conjecture de Schanuel (SC), Zilber construit un modele
naturel de T, :

Fait 1.4.5 ([B102]). On suppose (SC). Soit U:={exp(t(1+i)+q)|tER,q€
Q}. Alors (C,+, x, U) = T.,.

Remarque 1.4.6. Soit r > 2 un entier. En travaillant avec la prédimension

O(K) :==rtr.deg(K) — (r — 1)L dim(U(K)), on peut construire un corps vert de
rang de Morley w-r avec RM(U) = w ([B85]). De méme, en analogie avec [B18],
la prédimension 6(K) = rtr.deg(K) — L. dim(U(K)) méne a un corps vert de

rang de Morley w - r avec RM(U) =w - (r — 1).

Nous présentons maintenant une variante avec torsion verte non-triviale.
Pour cela, nous fixons un sous-groupe divisible v du groupe Tor des racines de
I'unité, et nous considérons les L-structures (K, U(K)) telles que

— K E ACFy, et

— U(K) est un sous-groupe divisible du groupe multiplicatif de K, avec

U(K) N Tor = v.

On désigne par K(v) la classe ainsi obtenue. A I'aide de la fonction &, on

obtient les classes Ko(v), ICgm(V) comme dans le cas sans torsion verte.

Poizat démontre dans [B85, Corollaire 3.5] que Ko(v) est une classe élémen-
taire si I'on suppose la CIT (Conjecture 1.2.9), et il demande si cela est vrai
inconditionnellement. Dans [A3], nous donnons une réponse positive a cette
question, en montrant que 'on peut remplacer 'utilisation de la CIT par une
combinaison de la CIT faible (dans la version donnée dans le fait 1.2.13) et du
Théoréme de Laurent (fait 1.2.10). L’idée pour cela provient de Zilber [B105].

Théoréme 1.4.7 ([A3, Theorem 2.3]). Pour tout groupe divisible v de racines
de l'unité, la classe correspondante Ko(v) est élémentaire.

Les arguments de [B85, Section 3] montrent que si la classe Ko(v) est élé-
mentaire, alors il existe un corps vert avec torsion verte égale a v. Ainsi, Poizat
a montré 'existence de tels corps verts sous I’hypothese de la CIT.

Compte tenu du théoreme 1.4.7, nous obtenons donc le résultat suivant.

Théoréme 1.4.8 ([A3, Theorem 4.4]). La limite de Fraissé-Hrushovski de la

classe (K™ (v), <) a un rang de Morley w - 2, avec RM(U) = w.
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En particulier, inconditionnellement, il existe un corps vert de Poizat avec
torsion verte égale a v.

Une extension autosuffisante K < L est dite préalgébrique si 6(L/K) = 0.
11 suit des résultats de [B85] que si K < M = T, et @ est un uplet extrait
de M, on a RM(a/K) < w si et seulement si d(a/K) = 0, c’est-a-dire si la
cloture autosuffisante de K@ est une extension préalgébrique de K. De plus,
tp(a/K) est fortement minimal si et seulement si c’est une extension minimale
préalgébrique. De plus, toute extension préalgébrique se décompose en une tour
d’extensions minimales préalgébriques.

Comme nous ’avons expliqué dans la partie 1.2.2, afin de transformer le corps
vert de Poizat en un mauvais corps, l'idée est de rendre algébriques les types de
dimension 0 dans 7T, pour obtenir une structure dans laquelle RM = d. Dans
ce procédé appelé collapse, nous allons borner, de maniere uniforme, le nombre
de copies d’une méme extension minimale préalgébrique, tout en gardant (AP)
dans la classe restreinte.

Etant donné qu’il faudra procéder de maniere uniforme, une bonne représen-
tation des extensions minimales préalgébriques est requise. Un premier pas dans
cette direction est 'observation suivante. Si V' C GJ}, est une variété Kummer-
générique et minimale préalgébrique définie sur K, il existe une partie construc-
tible X C V, générique dans V et définie sur K, telle que ’ensemble X N "
soit fortement minimal. (La construction d’un tel X se fait méme uniformément
en les parametres.)

Dans la partie suivante, nous présentons les détails techniques du codage
nécessaire. Ce codage fournira une bonne coordinatisation des types de rang de
Morley fini.

1.4.2 Codes et suites aux différences

Dans cette partie nous esquissons le coeur technique du collapse des corps
verts, en présentant les codes ainsi que la notion de suite aux différences (voir
[A1, Sections 4 et 5]). Les deux concepts sont formalisés entierement dans ACF.
C’est a leur aide que nous pourrons borner, de maniere uniforme, le nombre de
réalisations d’une extension minimale préalgébrique.

Nous avons besoin d’un peu d’algebre linéaire dans le groupe multiplicatif
(modulo la torsion).

Un tore T' C G}y, x G}, est appelé tore de correspondance s'il est de dimension
n et sim(T) =GP, = mo(T). Notons qu’a un tore de correspondance correspond
une matrice I' € GL,(Q) qui agit sur le groupe multiplicatif modulo la torsion.
Si X1, X2 C G}, sont des ensembles définissables de degré de Morley 1 et si T’
est un tore de correspondance, on dit que 7' induit une correspondance torique
entre X7 et Xo si (X7 x X2) NT se projette génériquement sur X; et sur Xo.
Autrement dit, modulo la torsion, la transformation linéaire correspondant a T’
envoie un point générique de X; sur un point générique de Xs.
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Définition 1.4.9. Soit X C G, définissable. On dit qu'une formule ¢(7,%)
et un tore T encodent X, s'il existe b tel que T induise une correspondance
torique entre I’ensemble défini par ¢(Z,b) et X. On dit que ¢ encode X si la
correspondance correspond & lidentité, c’est-a-dire si (T, b) ~ ¥ (T) ot ¥(T)
est une formule qui définit X.

Ici, pour deux formules ¥ (T) et x(T), par ¥» ~ x nous entendons que le rang
de Morley de 1 est plus grand que le rang de Morley de la différence symétrique
Ax. Si X est I'ensemble défini par ¢ (), par abus de notation, nous écrivons
aussi X ~ x au lieu de ¢ ~ x.

Dans la suite, une formule ¥ (Z) de degré de Morley 1 est dite minimale
préalgébrique (Kummer-générique, resp.) si 'unique variété V avec V ~ 1 est
minimale préalgébrique (Kummer-générique, resp.).

La définition d'un code a d’abord été donnée dans [Al, 4.7]. Dans [A5],
des codes améliorées sont proposés, tenant compte des phénomenes liés a la
Kummer-généricité. Nous donnons la version améliorée de [A3, 3.9].

Définition 1.4.10. Un code o est constitué une formula ¢, (7, %) sans para-
metres et des entiers n,, k. satisfaisant aux conditions suivantes :

(a) La longueur de T est n, = 2kq.

(b) pa(®F

(¢) va(Z,b) est soit vide soit de rang de Morley k,, et de degré de Morley 1.
(d)

o (T, b) est une partie de GMe.

Si @o(T,b) # 0, alors ¢4 (T,b) est minimale préalgébrique et Kummer-

générique, et sa cloture de Zariski V,, (T, b) est irréductible.

(e) Supposons que ¢q(T,b) # 0. Alors 2tr.deg(a/B) — 1. dim(a/B) < 0 pour
tout b € B et @ = pa(T,b). De plus, 2tr.deg(a/B) — 1. dim(a/B) = 0 si et
seulement si 1. dim(a/B) = 0 ou @ est B-générique dans ¢, (T, b).

(f) Sia(T,b) # 0, alors ¢, (T, Z) encode tout translaté multiplicatif de o, (T, b).

(g) Si 0 # 0u(T,b) ~ a(@,b), alors b=1.

Notons que (g) entraine que b est la base canonique du type générique de
©a(T,b). En particulier, il existe un entier m,, tel que si (@,...,am, ) est une
suite de Morley dans une instance ¢, (T, B/) de o, alors b € del(@y, ..., am,)-

Pour deux codes « et 8 avec n, = ng, soit G(a, §) ensemble des tores de
correspondance dans Gfﬁa qui induisent une correspondance torique entre des
instances non-vides de « et de 3. Alors G(a, 3) est fini [Al, 4.9]. Ceci permet
de controler de maniere définissable les interactions éventuelles entre a et 5. On
combine cela avec la définissabilité de la préalgébricité minimale (proposition
1.2.16) et de la Kummer-généricité (théoréme 1.3.5) pour obtenir le codage
suivant.

Théoréme 1.4.11 ([Al, 4.10],[A3, 3.11]). II existe une collection C de codes
ayant les propriétés suivantes :

1. Tout ensemble définissable minimal préalgébrique X est encodé par un
a € C et un tore de correspondance T .
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2. Le code o € C de (1) est uniquement déterminé par X .

Dans la suite, on fixe un tel ensemble de codes C et on appelle un élément
de C un bon code.

Si (2g,...,ex, f) est une suite de Morley dans ¢, (%,b), dans le but de
travailler a translation multiplicative pres, on s’intéresse au type de la suite
(eo -771, ..., -?71). La notion de suite aux différences, objet du théoreme
suivant, est une approximation de ce type, suffisante pour obtenir les propriétés
combinatoires désirées (lemme 1.4.14).)

Théoreme 1.4.12 ([Al, Satz 5.5]). Pour tout bon code o € C et tout A > my,,
il existe une formule ¥ (To,...,Tx) (dont les réalisations seront appelées des
suites aux différences) satisfaisant auz propriétés suivantes :

(h) St = vYa(@o,...,€x), alors €; #€; pour i # j.

(i) Pour toute suite de Morley (€o,...,ex, f) dans ¢o(T,b) on a
R |
Fval@-f e f )

() Si = Yal(@o,...,€x), il existe un unique b tel que = pq(E;i,b) pour i =
0,..., A, b est appelé parametre canonique de la suite. De plus, b est défi-
nissable sur toute sous-suite de (€, ...,€y) de longueur my,.

(k) Si = vYal(@o,...,8x), alors = o (€o, ..., Ex) pour tout my < XN < A

(1) Soit i # j, et soit b le paramétre canonique de la suite (€, ...,€\) = Vq-
Sl existe un tore T dans G(a,a) et € tel que (€;,€;) € T et si € est

générique dans o (T,b), alors €; L5 gl

(m) Si = vYa(€o,--.,€x), alors = 1a(9i(€q, . .,ex)) pouri € {0,..., A}, ot

= S\ . (5. .5.—1 = -1 -1 5 = —1 . .5.—1
82‘(60,...,6)\).—(6()'67; ey €Ci1 " €4 ;€ 5641 " €4 N S 7 )

Si (€, ...,€x) est une suite donnée, on appelle suite dérivée toute suite que
I’on obtient en appliquant un nombre fini de fois I'un des opérateurs 0;, pour
0 < i < A. On observe qu’une suite n’a qu’'un nombre fini de suites dérivées, et
que toute permutation d’une suite en est une suite dérivée.

Nous revenons maintenant au contexte bicolore.
Compte tenu du théoreme 1.4.11 et des propriétés des codes, nous obtenons
la coordinatisation annoncée de la partie préalgébrique de T,,.

Lemme 1.4.13. 1. Soit p,(T,b) une instance non-vide d’un code a. Alors

la formule 0o (T,0) A \ie) Ulx;) est fortement minimale dans T,,.

2. Soit L/K wune extension minimale préalgébrique. Alors il existe un unique
code o € C qui encode Uextension L/K, c¢’est-d-dire pour lequel il existe
b€ K et une Q-base verte @ de U(L) sur U(K) tels que @ soit générique
dans 9 (T,b) au-dessus de K.
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La partie (1) est une conséquence du Lemme 1.4.2(3,4) ; si dans la condition
(d) on ne demande pas que les instances des codes soient Kummer-génériques,
il y a des contre-exemples.

Le lemme suivant est la clé pour la construction du collapse. Dans sa preuve,
on utilise la CIT faible, les propriétés des suites aux différences ainsi que le
théoreme de Ramsey (fini). Structurellement, c’est surtout grace a la propriété
(1) des suites aux différences que ’on peut prouver un tel résultat ; cette propriété
repose d’ailleurs (in fine) sur le fait que dans G, il n’existe pas de famille
continue de sous-groupes algébriques.

Lemme 1.4.14 (Lemme combinatoire [Al, 7.3]). Pour tout bon code oo € C
et tout entier n > 0, il existe A = Ao(n) > mg tel que, pour toute extension
autosuffisante M < N dans Ko et toute suite auz différences (€g,...,€x) pour
a dans U(N), lune des deux propriétés suivantes soit satisfaite :

— le paramétre canonique d’une suite dérivée de (€g, ..., €\) est dans M ;
— la suite (€, ...,€x) contient une sous-suite de Morley de . (T,b) de
longueur n au-dessus de M, ot b est le parameétre canonique de (€, . ..,€x).

1.4.3 Résultats sur les mauvais corps

Dans cette partie, nous exposons le résultat principal de [A1] sur Pexistence
de mauvais corps, et aussi la variante avec torsion verte non-triviale de [A3].
Pour cela, nous esquissons les grandes lignes de la construction du collapse
[A1, Sections 7-11], qui utilise comme ingrédient technique majeur le lemme
combinatoire 1.4.14 .

On choisit des fonctions p*, i : C — N a fibres finies et vérifiant quelques
conditions techniques, notamment

— p (@) > ngka +1;

— p*(a) > Ao(ma +1), et

— (@) = A (0 (@), Ao étant la fonction du lemme combinatoire.

On considere la classe K} des structures M € K, telles que, pour tout bon
code a, toute suite aux différences pour o dans U(M) est de longueur < p(«).

Voici une premiere conséquence du lemme combinatoire 1.4.14 qui nous per-
met de construire un (candidat pour étre un) mauvais corps.

Proposition 1.4.15 ([A1, 9.2]). La classe (KE,<) a I'(AP).

Soit KA/ 1a classe des structures dans K de degré de transcendance fini.
Par la proposition 1.4.15 (et le fait 1.4.3(2)), la classe (K47 <) a une li-
mite de Fraissé-Hrushovski M#. C’est-a-dire que M* est I'unique structure dé-
nombrable dans K} qui soit homogene-universelle pour (K Jin <) On pose
TH .= Th(MH).

Le prochain résultat, également une conséquence du lemme combinatoire,
est ingrédient clé pour pouvoir aziomatiser M*". Grace a ce résultat, le fait
d’étre ‘existentiellement clos’ s’exprime au premier ordre.
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Proposition 1.4.16 ([Al, 8.4], voir aussi [A3, 4.7]). Soit o € C un bon code.
Alors il existe un énoncé X, tel que, pour tout M € K, on ait M = xq $i
et seulement si M n'a pas d’extension préalgébrique minimale dans K qui soit
encodée par .

Nous allons maintenant axiomatiser T#. Pour cela, nous considérons la théo-
rie T# qui exprime pour une L-structure M :

1. M ey,
2. M [ xo pour tout bon code a € C;

3. si M est w-saturée, alors il existe des éléments g; € U(M), i € N, tels que
d(g1,-..,9n) = n pour tout n.

Ce sont des conditions du premier ordre. (Pour la partie (3), ceci est une
conséquence de [Al, Lemma 10.3].)

Les modeles w-saturés de T”A sont précisément les structures homogenes-
universelles pour la classe (K47/™ <) [A1, 10.5]. On en déduit les résultats
suivants (voir [Al, Section 10]).

Proposition 1.4.17. 1. On aTH =TH.

2. Deux upletsa et @ extraits de modéles M et M' de TH ont méme type si et
seulement s’il existe un L-isomorphisme entre les clotures autosuffisantes
de @ et ded@ qui envoie @ sur @ .

3. TH est modéle-complete.

Le théoréme suivant s’obtient a partir de cette proposition, compte tenu de
ce que les suites aux différences garantissent que, si X est un ensemble minimal
préalgébrique dans un modele M de T*, alors ’ensemble des points verts dans
X (M) est fini. Rappelons que pour B C N € Ky, la d-cléture de B est donnée
par cl (B) := {a € N | d(a/B) = 0}.

Théoreme 1.4.18 ([Al, Satz 11.2)). La théorie T* a un rang de Morley 2,
avec U fortement minimal. En particulier, M* est un mauvais corps de rang 2.

Dans les modéles de T*, la cloture algébrique est donnée par la d-cloture.
Plus généralement, pour tout uplet @ et tout ensemble de paramétres B dans un

modele de T, on a
RM(a/B) = U(a/B) = d(a/B).

Dans [A3, Section 4], nous montrons que les analogues de la proposition
1.4.17 ainsi que du théoreme 1.4.18 restent valables si on considere des corps
verts avec une torsion verte égale a v, pour un groupe divisible de racines de
I'unité fixé v.

Corollaire 1.4.19 ([A3, Theorem 4.10]). Pour tout groupe diwvisible de racines
de l'unité v, il existe un mauvais corps de rang 2 avec U fortement minimal et
tel que la torsion verte soit donnée par v.
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Remarque 1.4.20 ([Al, 11.3]). Comme dans le cas non-collapsé (voir la re-
marque 1.4.6), on peut montrer l’existence de mauvais corps de rang v, pour
tout entier r > 2. Il suffit d’utiliser une fonction de prédimension adaptée.

Remarquons enfin que des constructions similaires aux mauvais corps sont
possibles dans le contexte des variétés semi-abéliennes en caractéristique 0, grace
aux résultats de Kirby sur la CIT faible (Remarque 1.2.12) et grace a la défi-
nissabilité de la Kummer-généricité (théoreme 1.3.7) dans ce contexte. Ainsi,
dans sa these [B87], Roche considere certaines expansions de variétés abéliennes
simples de dimension >1 par un prédicat pour un sous-groupe non-algébrique
(en caractéristique 0).

1.5 Axiomatisabilité des automorphismes géné-
riques

Dans cette section, nous donnons d’abord quelques résultats classiques au-
tour de 'axiomatisabilité des automorphismes génériques; ensuite, nous discu-
tons, dans les groupes de rang de Morley fini, et plus généralement dans les
théories presque Ni-catégoriques, la relation entre cette axiomatisabilité et la
DMP dans la théorie initiale T'; nous terminons par quelques résultats dans le
cas ou T est la théorie du corps vert de Poizat ou d’un mauvais corps.

Les travaux présentés dans cette section proviennent des articles [A5] et [A2].

1.5.1 Quelques résultats classiques

Soit T' une L-théorie complete. On pose L, = L U {c}, oll ¢ est un nou-
veau symbole de fonction unaire, et I’on considere la L,-théorie T, obtenue en
ajoutant a T les axiomes exprimant que o est un L-automorphisme. Si T est
modele-complete, T, est une théorie inductive. La théorie T, admet donc une
modele-compagne (notée T'A si elle existe) si et seulement si la classe de ses
modeles existentiellement clos est élementaire. Dans ce cas, on dit que [’auto-
morphisme générique est axiomatisable dans T ou encore que T' A eziste.

Si T est une théorie complete arbitraire, on dit que 'automorphisme géné-
rique est axiomatisable dans T si cela est vrai pour une expansion par défini-
tion T* de T avec T* modele-complete. Cela ne dépend pas du choix de T*.
Par conséquent, on peut supposer que 7T élimine les quanteurs, en passant a
la Morleyisée de T'. De ce fait la question est plutot celle de 'existence d’une
modele-compagne ‘relative’.

On sait que si 7" a la propriété de I'ordre stricte, alors T'A n’existe pas [B69] L.
Kikyo et Pillay ont conjecturé que 'existence de T'A implique la stabilité de T
[B68]. Dans ce qui suit, nous mettons 'accent sur les théories stables et nous
supposons donc que T est compléte, modéle-complete et stable.

1. Nous verrons au chapitre 2 qu’il peut étre utile dans ce cas de restreindre la classe des
automorphismes considérés et d’étudier la modeéle-compagne dans la classe restreinte.
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Le fait 1.5.1 rassemble quelques résultats diis & Chatzidakis et Pillay [B31].
Introduisons d’abord quelques notations : dans un modele (M, o) de T, on note
acl(A) la cloture algébrique de A au sens de M°? = T°1, et acl,(A) désigne
Pensemble acl ({J,c;, 0°(A)), un sous-ensemble de M clos par o et o' et
algébriquement clos dans le sens de 1.

Fait 1.5.1. Soit T une théorie stable et compléte avec ’élimination des quan-
teurs. On suppose que T A existe.

1. La cléture algébrique dans les modéles de T A est donnée par acly.

2. Pour Ay C M; =TA,i=1,2, on atp,, (A1) =tp,, (A2) si et seulement
sl existe un L,-isomorphisme entre acl, (A1) et acl,(A2) qui envoie A;
sur As. En particulier, les complétions de T A sont données par les L,-
types d’isomorphisme de acl(()) = acl,(0).

3. Toute complétion T de T A est simple (supersimple si T est superstable),
et on a la caractérisation suivante de la non-déviation :

T T
Al C & acds,(4AB) | acl,(BC).
B acly (B)

4. Supposons de plus que T élimine les imaginaires et que tout ensemble
algébriquement clos est un modéle de T. Alors toute complétion de T A
élimine les imaginaires, et l'ensemble définissable F = Fix(o) = {m €
M | o(m) =m} est stablement plongé dans M.

Comme nous 'avons dit dans I'introduction, on peut considérer 1’existence
de T A comme une propriété de la théorie initiale T, fortement liée au controle
définissable des multiplicités dans T. Dans cette direction, Kudaiberganov a
observé que pour une théorie stable T', 'existence de T'A implique que T n’a
pas la propriété du recouvrement fini. Dans [B17], Baldwin et Shelah ont donné
une caractérisation abstraite des théories stables T' pour lesquelles T'A existe.

Dans bien des cas, si T'A existe, on peut I'axiomatiser & 'aide de ce qu’on
appelle des aziomes géométriques. Ainsi, (K,o0) = ACF, est un modele de
ACFA si et seulement si, pour toute variété irréductible V' C K™ et toute sous-
variété irréductible W C V x V7 telle que les projections de W sur V et sur
V9 soient dominantes, il existe @ € K" tel que (a,0(a)) € W. (Ici, V7 est la
variété que ’on obtient en appliquant o aux coefficients des polynoémes qui dé-
finissent V'.) L’irréductitibilité d’une variété étant une propriété définissable en
les parametres, cette condition s’exprime par une infinité d’énoncés du premier
ordre.

11 est facile de voir ([B31]) que dans une théorie de rang de Morley fini ayant
la DMP et ou le rang de Morley est additif, on peut axiomatiser T'A en utilisant
des axiomes géométriques qui ressemblent beaucoup a ceux que nous venons de
décrire pour ACFA.

Hasson et Hrushovski ont montré la réciproqueque dans le cas des théories
fortement minimales, confirmant ainsi une conjecture de Kikyo et Pillay [B68].



34 CHAPITRE 1. AUTOUR DES MAUVAIS CORPS

Fait 1.5.2 ([B53]). Soit T une théorie fortement minimale. Alors TA existe si
et seulement si T a la DMP.

1.5.2 DMP dans les groupes de rang de Morley fini

Nous verrons dans cette partie que le résultat de Hasson et Hrushovski
s’étend & un contexte plus général. Disons qu’un type fortement minimal p(T)
est uniformément fortement minimal s’il existe une formule fortement minimale
©o(Z,b) € pet 0(Z) € tp(b) telles que si = 9(5/), alors (T, 5/) est fortement
minimale.

Lemme 1.5.3 ([A2, Proposition 4.9]). Soit T stable telle que T A existe. Alors,
st p et g sont des types fortement minimaux dans T avec p L q et si p est
uniformément fortement minimal, q U'est aussi.

Le théoreme suivant est une conséquence du lemme 1.5.3, compte tenu des
propriétés des théories presque Ni-catégoriques (fait 1.2.3).

Théoréme 1.5.4 ([A2, Corollary 4.10]). Soit T stable telle que T A existe. Soit
X un ensemble définissable et T' = Th(Xinaq) la théorie de la structure induite
sur X. On suppose que T' est presque Ni-catégorique. Alors T' a la DMP.

En particulier, tout groupe de rang de Morley fini interprétable dans T (avec
la structure induite) a la DMP.

Nous obtenons comme corollaire la généralisation du fait 1.5.2 aux théories
presque Wp-catégoriques.

Corollaire 1.5.5 ([A2, Corollary 4.11]). Soit T une théorie presque Ny -catégo-
rique, par exemple T = Th(G) pour un groupe de rang de Morley fini G. Alors
T A existe si et seulement si T a la DMP.

Remarquons que l'existence d’un groupe de rang de Morley fini sans la DMP
est un probleme ouvert, aussi bien dans le cas d’un groupe pur, que dans celui
d’un groupe avec structure additionnelle (voir [B28, p. 371]).

Il n’est pas clair comment on pourrait construire un groupe pur de rang
de Morley fini sans la DMP. La situation est différente si 'on autorise une
structure additionnelle. En effet, il semble plausible que la question suivante ait
une réponse positive. Si c’est le cas, il existera méme une expansion fortement
minimale d’un corps algébriquement clos sans la DMP.

Question 1.5.6. Soit T une théorie fortement minimale dans un langage dé-
nombrable. Existe-t-il (toujours) une expansion fortement minimale 7" de T
telle que T” n’ait pas la DMP ?

Dans une collaboration en cours avec Thomas Blossier, nous essayons de
construire une telle expansion. Notons qu’il existe une théorie fortement mini-
male, et méme modulaire, sans la DMP. Hrushovski [B57] a construit un tel
exemple qui est un revétement double d'un Q-espace vectoriel.
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Nous terminons cette partie par quelques applications. Soit X une variété
(analytique) complexe compacte. On peut la considérer comme une structure
du premier ordre en nommant tout sous-ensemble analytique d’une puissance
cartésienne de X par un prédicat. Zilber a montré [B104, Theorem 3.4.3] que la
structure ainsi obtenue élimine les quanteurs et est de rang de Morley fini. De
plus, pour tout n, les sous-ensembles analytiques de X" sont les fermés d’une
topologie noethérienne sur X.

Proposition 1.5.7 ([A2, Corollary 5.3]). Soit T la théorie d’une variété com-
plexe compacte. Alors T A existe.

Dans la preuve, nous utilisons un résultat de Radin ([B86]) qui dit que dans
une variété complexe compacte, étant donnée une famille définissable de sous-
ensembles, 'irréductibilité est définissable en les parametres. Plus généralement,
nous observons ([A2, Proposition 5.2]) que 'on peut donner des axiomes géomé-
triques pour T'A, pour toute théorie T' d’une structure topologique noethérienne
wy-compacte (pour les définitions en question, voir [B104] ou [A2, Definition
5.1]) dans laquelle lirréductibilité est une propriété définissable.

Compte tenu du corollaire 1.5.5, on a le résultat suivant. (Notons que 'ir-
réductibilité de Y n’entraine pas toujours que DM(Y) = 1 dans ce contexte; la
DMP ne se déduit donc pas directement du résultat de Radin.)

Corollaire 1.5.8 ([A2, Corollary 5.4]). Soit T la théorie d’une variété complexe
compacte. On suppose que T est presque Wy -catégorique. Alors T a la DMP.

Dans le cas particulier o T' est unidimensionelle, Radin ([B86]) avait obtenu
ce résultat par une méthode plus directe.

Exemples 1.5.9. 1. Tout groupe définissable dans la théorie d’une variété
compacte complexe a la DMP. (On sait que ces groupes sont définissa-
blement isomorphes a des extensions définissables de groupes définissable-
ment compactes par des groupes algébriques linéaires, voir [B81],[B91].)

2. Tout groupe de rang de Morley fini définissable dans DCF( a la DMP.
(On sait que ces groupes sont définissablement isomorphes a des groupes
de la forme (G,s)# = {z € G | s(x) = dx}, ot (G, s) est un ‘D-groupe
algébrique’, voir [B72].)

Pour pouvoir appliquer le corollaire 1.5.5 dans le cas de DCFy, il suffit de
remarquer que la théorie DCFyA existe, par un résultat de Hrushovski (voir
Bustamante [B30] pour une preuve).

1.5.3 Automorphismes génériques des corps verts de Poi-
zat et des mauvais corps
Dans ma these de doctorat [B54] (voir aussi [A5]), j’ai donné un cadre général

qui garantit I'existence d’axiomes géométriques pour T'A, dans le cas d’une
théorie stable T'. Les axiomes pour DCFyA donnés par Bustamante dans [B30]
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peuvent étre vus comme une instance de ce cadre général ; c’est également le cas
pour les structures abéliennes w-stables ainsi que pour les théories de rang de
Morley fini et additif ayant la DMP ([B31]), que nous avons mentionnées dans
la partie précédente.

Dans bien des structures w-stables obtenues par la méthode d’amalgamation
de Hrushovski (sans collapse, donc de rang de Morley infini), il est facile de don-
ner des axiomes géométriques pour 'automorphisme générique. C’est le cas par
exemple pour la fusion libre de deux théories fortement minimales ayant la DMP
([B57, B52]), ainsi que pour les corps noirs en caractéristique arbitraire ([B84])
et les corps rouges en caractéristique positive ([B85]). Par contre, dans les corps
verts de Poizat, si on ne se sert que des ingrédients utilisés dans la construction
de T, par Poizat, c’est-a-dire de la CIT faible, on obtient uniquement un bon
controle définissable de la prédimension § et donc du rang. Néanmoins, a I’aide
de la CIT faible, Evans [B41] a réussi & montrer que T,, n’a pas la propriété du
recouvrement fini.

Afin de contrdler les multiplicités de maniere uniforme dans les corps verts,
un controle définissable de la Kummer-généricité semble indispensable. Et c’est
grace au théoreme 1.3.5 qu’on peut donner des axiomes géométriques pour T, A
et donc obtenir le résultat suivant.

Théoreme 1.5.10 ([A5, Theorem 5.2]). Dans les corps verts de Poizat, l'au-
tomorphisme générique est axiomatisable.

Comme nous 'avons dit dans l'introduction, c’est la preuve de ce résultat
qui a motivé notre étude des aspects de définissabilité concernant la notion de
Kummer-généricité.

Remarque 1.5.11. Le théoréme 1.5.10 (et sa preuve donnée dans [A5]) reste
valable si on considére les variantes du corps vert de Poizat en rang supérieur
w - pour r > 2 (voir la remarque 1.4.6) ou bien celles du théoreme 1.4.8 avec
torsion verte divisible arbitraire.

Nous passons maintenant aux structures collapsées. Il est facile de voir que
les théories suivantes (apres collapse, donc de rang de Morely fini) ont la DMP :
la fusion de deux théories fortement minimales ayant la DMP ([B57]), les corps
noirs en caractéristique arbitraire ([B16]), et les corps rouges en caractéristique
positive ([B19)]).

Comme dans le cas non-collapsé, l'ingrédient principal pour prouver le ré-
sultat suivant est la définissabilité de la Kummer-généricité (théoreme 1.3.5).

Théoréme 1.5.12 ([A5, Theorem 5.4 & 5.5]). Soit T* la théorie du mauvais
corps du théoréme 1.4.18. Alors T" a la DMP. En particulier, THA eziste.
De plus, le réduit de THA au langage Lrings U {c} est égal a ACFAy.

Rappelons que le sous-corps fixé par ¢ d’'un modele de ACFA( est un corps
pseudo-fini de caractéristique 0; réciproquement, tout corps pseudo-fini de ca-
ractéristique 0 est sous-structure élémentaire du corps fixe d’'un modele de
ACFA, [B32]. (On sait méme qu’il est égal & un tel corps fixe, par un résul-
tat d’Afshordel, mais nous n’avons pas besoin de ce résultat.)
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Notons aussi que tout corps pseudo-fini est supersimple de rang SU égal a 1
(voir par exemple [B61]).

Le corollaire suivant affirme alors I’existence de structures que I'on pourrait
qualifier de mauvais corps pseudo-finis en caractéristique 0. Il s’obtient a partir
du théoréme 1.5.12 en considérant la sous-structure donnée par Fix(c). Dans la
preuve, on se sert du fait 1.5.1(4) pour montrer que Fix (o) est stablement plongé.
(Par un résultat de Wagner [B96], si M est un corps de rang de Morley fini, alors
Th(M) élimine les imaginaires, et tout sous-ensemble infini algébriquement clos
de M est une sous-structure élémentaire.)

Corollaire 1.5.13 ([A5, Corollary 5.6]). Soit F' un corps pseudo-fini de ca-
ractéristique 0. Alors il existe F' = F' et un sous-groupe propre infini U du
groupe multiplicatif de F', avec U divisible et sans torsion, tel que la structure

(F,+, x, U) soit supersimple de rang SU égal & 2, avec SU(U) = 1.

Remarque 1.5.14. Comme dans le cas non-collapsé, le théoréme 1.5.12 ainsi
que son corollaire restent valables si l’on considére les variantes en rang de Mor-
ley supérieur v pour r > 2 (voir Remarque 1.4.20) ou bien celles du corollaire
1.4.19 avec torsion verte divisible arbitraire.
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Chapitre 2

Corps valués aux différences
et NTPo

2.1 Introduction

Depuis les travaux d’Ax-Kochen [B10, B11, B12] et de Ershov [B40] sur la
théorie des modeles des corps valués henséliens, des outils modele-théoriques
ont été appliqués avec beaucoup de succes a ’étude des corps valués. Plus ré-
cemment, dans leurs travaux sur la théorie ACVF des corps valués algébrique-
ment clos, Haskell, Hrushovski et Macpherson [B49, B50] ont introduit dans le
contexte valué des outils provenant de la stabilité géométrique.

Les corps aux différences ont également été étudiés a ’aide des méthodes de
la théorie des modeles géométrique, a commencer par le travail important de
Chatzidakis et Hrushovski [B32] sur la théorie ACFA des corps avec automor-
phisme générique.

Dans ce chapitre, nous traitons d’une combinaison de ces deux contextes,
c’est-a-dire des corps valués aux différences.

Tout ultraproduit non-principal de structures de la forme (Fy, Frob,) est
un modele de ACFAg, autrement dit le Frobenius non-standard est un auto-
morphisme générique. Ceci est un résultat profond de Hrushovski [B63] dont la
preuve a requis des estimations de Lang-Weil tordues.

On peut considérer le Frobenius non-standard agissant sur un corps va-
lué algébriquement clos, c’est-a-dire la théorie limite de 'automorphisme de
Frobenius agissant sur un corps valué algébriquement clos de caractéristique
p (lorsque p tend vers 'infini). Hrushovski [B62] a donné une axiomatisation
naturelle de cette théorie limite notée VFA(, dans le langage des corps valués
aux différences. Durhan [B14] a obtenu une axiomatisation alternative, ainsi
qu'un principe d’Ax-Kochen-Ershov pour une certaine classe de corps valués
aux différences.

La théorie VFA( est intéressante d’un point de vue algébrique. Le corps
résiduel, avec automorphisme induit &, est un modele de ACFAy, par le résultat

39
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de Hrushovski mentionné ci-dessus. L’automorphisme or induit sur le groupe
des valeurs T' est w-croissant, c’est-a-dire qu’il vérifie or(y) > ny pour tout
v €Tsp et n > 1; les corps valués aux différences satisfaisant a cette propriétés
seront appelés contractants. Le groupe des valeurs I' hérite ainsi de la structure
d’un Z[o]-module ordonné divisible, ou o > 1 est une indéterminée. Il suffit
d’ajouter une propriété de o-hensélianité pour obtenir une axiomatisation de
VFA,.

De plus, les corps valués aux différences jouent un réle dans ’étude des corps
aux différences (non-valués), via des spécialisations transformelles (voir [B63]).
Une meilleure compréhension des corps valués aux différences pourrait éclairer
certaines parties de la preuve par Hrushovski des estimations de Lang-Weil
tordues.

Nous avons mentionné au début de ce mémoire que, depuis une vingtaine
d’années, les méthodes de la stabilité géométrique ont été étendues a des con-
textes instables, en particulier dans deux directions bien distinctes : d’abord aux
théories simples ([B97]), et plus récemment aux théories NIP ([B7, B95]). Il est
caractéristique dans ces développements que les motivations proviennent aussi
bien de considérations modele-théoriques pures que de 1’étude de structures algé-
briques particulieres importantes : ACFA comme prototype d’une théorie simple
et instable, et ACVF comme exemple typique d’une théorie NIP et instable.

Notons que VFA( n’est ni simple (puisque le groupe des valeurs a la pro-
priété de lordre stricte) ni NIP (puisque le corps résiduel a la propriété d’indé-
pendance). Les généralisations de la stabilité géométrique mentionnées ci-dessus
ne s’appliquent donc pas a VFAg.

Or, il s’avere que Shelah a défini, dans les années ‘80, une autre classe de
théories, appelées théories NTP,, c’est-a-dire des théories sans la propriété de
Parbre de seconde espece [B92]. Cette classe comprend & la fois les théories
simples et les théories NIP, et elle contient de nouveaux exemples (tout ultra-
produit de corps p-adiques est NTPy, par un résultat de Chernikov [B36]).

Récemment, la classe des théories NTP; a été 'objet d’'un grand intérét,
largement motivé par la question de Pillay sur I’égalité de la déviation et de la
division au-dessus des modeles d’une théorie NIP. Chernikov et Kaplan [B37]
ont répondu de maniere affirmative, et méme dans le contexte plus général des
théories NTP5. Leur solution montre que la NTPs fournit le bon cadre pour
ce genre de question. L’étude de la non-déviation dans les théories NTP, a été
prolongée par Chernikov [B36] et Ben Yaacov et Chernikov [B26].

Nos contributions et le plan du chapitre

Nous exposons dans ce chapitre les résultats de notre article [A4]. Le plan
est le suivant. Nous commencons par une section de préliminaires qui traite de
la théorie des modeles des corps valués et des corps valués aux différences. Dans
la section 2.3, nous présentons quelques nouveaux résultats sur les tableaux
indiscernables, qui fournissent une méthode nouvelle et efficace pour montrer
qu’une théorie concrete donnée est NTPs. La section 2.4 est consacrée a 1’étude
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de la NTP, dans certains corps valués aux différences. Nous y montrons des
résultats de préservation de la NTP5. Nous terminons avec une section sur des
perspectives de recherche (Section 2.5). Nous y mentionnons pour l’essentiel des
questions lies & la théorie VFAy.

Dans [A4] nous amorcons I’étude de la théorie des modeles géométrique des
corps valués aux différences, notamment de la théorie VFAy du Frobenius non-
standard dans le contexte valué. Nous y établissons le théoreme de modération
relative suivant. (Nous travaillons dans le langage de Pas a trois sortes K k et
T, augmenté des fonctions o, & et or, et nous supposons que la composante
angulaire vérifie ac oo =7 o ac.)

Théoreme (2.4.1). Soit K = (K, k,T') un corps ac-valué aux différences de
caractéristique résiduelle 0. On suppose :

— T =Th(K) élimine les K-quanteurs ;

— le corps résiduel k (en tant que corps auz différences) est NTPs, et

— le groupe des valeurs T' (en tant que groupe ordonné aux différences)
est NTPs.

Alors K est NTP,.

Dans la preuve, nous combinons un résultat nouveau sur I’extension de ta-
bleaux indiscernables par des parameétres provenant de sortes NTPy (proposition
2.3.6) avec le systéme de va-et-vient que 'on déduit de I’élimination des quan-
teurs du corps. Nous réduisons ainsi I’énoncé a une situation ou 'on n’ait a
gérer que des extensions immédiates. Ces dernieres sont alors controlées, en un
certain sens, par des formules NIP.

Comme applications de ce théoreme, nous obtenons des exemples algébriques
intéressants et nouveaux de théories NTP5 :

— Toute complétion de VFA( est NTPs. Plus généralement, tout corps valué
aux différences, contractant o-hensélien et de caractéristique 0, est NTP,
si le groupe des valeurs (avec 'automorphisme induit) ainsi que le corps
résiduel (avec 'automorphisme induit) sont NTP5. (Il y a un principe
d’Ax-Kochen-Ershov dans ce contexte [B14].)

— Nous montrons un résultat similaire dans le contexte isométrique, ou il
y a également un principe d’Ax-Kochen-Ershov [B90, B25, B15]. Une
instance de ce résultat est donné par I’automorphisme de Witt-Frobenius
non-standard.

Des résultats de préservation similaires sont connus pour les corps valués hensé-
liens de caractéristique résiduelle 0, ou ’on les déduit du principe d’Ax-Kochen-
Ershov classique : Delon [B39] I’a montré pour NIP, Shelah [B94] pour fortement
dépendant (un renforcement de NIP) et Chernikov [B36] pour NTPy (et la fini-
tude du fardeau).

Nous exhibons avec la théorie VFAy une théorie NTP5 qui est suffisamment
riche pour qu’elle puisse servir de prototype des théories NTPs. De plus, notre
résultat de préservation confirme que la NTP, est une notion robuste et perti-
nente, également en ce qui concerne des théories de nature algébrique.
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2.2 Préliminaires

Dans cette section, nous présentons le matériel sur les corps valués aux diffé-
rences et leur théorie des modeles dont nous aurons besoin. Nous donnons plus
de détails dans le cas contractant, en particulier a propos de la théorie VFAq
qui a motivé nos travaux. Nous commencons par le rappel de quelques résultats
importants en théorie des modeles des corps valués.

2.2.1 Théorie des modeles des corps valués
Notations et conventions

Rappelons qu’un corps valué est donné par une application surjective val :
K — T', ot K est un corps et 'y, = T'U{oc}, avec ' un groupe abélien ordonné
et co un élément distingué, satisfaisant

— val(z) =0 <= = =0;

— val(zy) = val(x) + val(y) ;

— val(z + y) > min{val(z), val(y)}.

Ici, V'ordre sur I' est étendu en un ordre total sur I'y,, avec co comme élément
maximal, et 'addition est étendue de sorte que oo devienne un élément absor-
bant. La plupart du temps, nous ne ferons pas de distinction entre I' et I', et
supprimerons oo dans les notations.

L’anneau de valuation est donné par O = {x € K | val(z) > 0}. 1l s’agit
d’un anneau local, d’idéal maximal m = {x € K | val(z) > 0}. On note res :
O — O/m =: k Papplication canonique, et k est appelé le corps résiduel de K.
Nous écrivons parfois I'x ou ki pour souligner qu’il s’agit du groupe des valeurs
ou du corps résiduel du corps valué K. Une extension de corps valués K C L
induit des extensions kx C kr, et 'y CI'f.

Il existe plusieurs choix de langages pour traiter les corps valués comme
structures du premier ordre. On peut utiliser le langage Laiv = LRgingsU{div}, ot
div est un symbole de relation binaire interprété par x divy ssi val(z) < val(y).

Il est souvent préférable de travailler dans un langage & trois sortes. Soit
Ly r le langage qui consiste en

— le Lx ={0,1,+, —, x} sur la sorte du corps valué notée K;

— une autre copie du langage des anneaux £y = {0,1,+, —, x } sur la sorte

du corps résiduel notée k ;

— le langage des groupes ordonnés (avec un élément supplémentaire pour

Pinfini) {0, 4, —, <, 00} sur la sorte du groupe des valeurs notée I, et

— les fonctions val : K — T et Res : K2 — k entre les sortes, oll Res est la

fonction qui envoie (z,y) sur res (%) si 0o # val(y) < val(x), et qui vaut
0 sinon.

Corps valués algébriquement clos

Soit ACVF la théorie des corps non-trivialement valués algébriquement clos.
On a le résultat classique suivant, dii essentiellement & Robinson (voir par
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exemple [B49)).

Fait 2.2.1. 1. Dans le langage Laiv, ACVFE est la modéle-complétion de la
théorie des corps wvalués. Les complétions de ACVFE sont données par
ACVF, 4, ot p désigne la caractéristique du corps valué et q la carac-
téristique du corps résiduel.

2. On a le méme résultat pour ACVF dans le langage a trois sortes Ly r. En
particulier, la structure induite sur k est celle d’un pur corps algébrique-
ment clos, et la structure induite sur T' est celle d’un pur groupe abélien
ordonné (avec une constante pour val(p) en caractéristique mizte (0,p)).

Il s’ensuit que les corps valués algébriquement clos sont des structures NIP.

Dans l'introduction, nous avons mentionné les travaux récents de Haskell,
Hrushovski et Macpherson sur la théorie des modeles géométrique de ACVF
([B49, B50]). Nous en donnons ici le résultat important de classification des
imaginaires de [B49]; nous y reviendrons seulement dans la section sur les pers-
pectives de recherche (Section 2.5).

Soit K un corps valué. Un réseau dans K" est un O-sous-module s C K™
qui est libre de rang n. L’ensemble des réseaux est en bijection naturelle avec
GL, (K)/GL,(0O). C'est donc un ensemble interprétable dans ACVF'; la sorte
imaginaire correspondante est notée S,.

Pour s € S,, red(s) := s/ms est un k-espace vectoriel de dimension n,
et T, := Usesnred(s) est également une sorte imaginaire. On appelle G :=
{K}U{Sy | n>1}U{Ty, | n > 1} 'ensemble des sortes géométriques.

Fait 2.2.2 ([B49]). Toute complétion de ACVF, considérée dans les sortes géo-
métriques G, élimine les imaginaires.

Il est aussi montré dans [B49] que ce résultat est optimal en un certain sens.

Corps valués henséliens de caractéristique résiduelle 0

Nous appelons corps ac-valué tout corps valué K = (K, k,T") muni d’une
application de composante angulaire ac : K — k satisfaisant aux propriétés
suivantes :

— ac(z) = 0 si et seulement si z = 0;

— ac [gx: K* — k* est un homomorphisme de groupe;

— pour tout x € K avec val(z) = 0, on a ac(x) = res(x).

On considere les corps ac-valués dans le langage & trois sortes Ly r U {ac},
appellé langage de Pas.

Théoréeme 2.2.3 (Pas [B78]). La théorie des corps ac-valués henséliens de
caractéristique résiduelle 0, considérée dans le langage de Pas, élimine les K-
quanteurs.

Notons que le fameux Principe d’Az-Kochen-Ershov est une conséquence du
résultat de Pas : si K1 = (K1, k1,T1) et Ko = (K2, ka,'2) sont des corps valués
henséliens de caractéristique résiduelle 0, alors 1 = Ko ssi ky = ks et 'y = Is.
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Dans les corps valués henséliens de caractéristique résiduelle 0, une compo-
sante angulaire n’est pas définissable. Il est donc parfois préférable de ne pas
I’ajouter au langage. Si ’on veut garder I’élimination des K-quanteurs, une pos-
sibilité est de travailler avec la sorte auxiliaire RV = K*/1 + m et un langage
naturel sur cette sorte (voir par exemple Flenner [B42]).

2.2.2 Corps valués aux différences

Dans cette partie nous introduisons certains concepts liés aux corps valués
aux différences.

Dans ce mémoire, un corps auzx différences sera toujours un corps K avec un
automorphisme distingué o, c’est-a-dire ce qu’on appelle parfois un corps aux
différences inversif.

Un groupe ordonné aux différences est la donnée d’un groupe abélien ordonné
(T';0,+, —, <) avec un automorphisme distingué o. On dit qu'’il est w-croissant
si o(y) > ny pour tout v € I'sg et tout n € Nyg.

Notons que tout groupe ordonné aux différences w-croissant (I', +, <, o) est
naturellement un Z[o,o~!]-module ordonné (en particulier sans torsion), ol
Z|o] est anneau des polynémes dans la variable o, avec Pordre & I'infini, donné
par o >> 1. Réciproquement, tout Z[o, o ~!]-module ordonné fournit un groupe
ordonné aux différences w-croissant. Si un tel module est divisible, il correspond
& un espace vectoriel ordonné sur le corps des fractions Q(o) de Z[o].

Un corps valué auzx différences est la donnée d’un corps valué K avec un
automorphisme de corps distingué o vérifiant o(O) = O. Notons que o induit
un automorphisme @ du corps résiduel, qui hérite donc d’une structure de corps
aux différences. De maniere similaire, o induit un automorphisme or du groupe
des valeurs, qui devient ainsi un groupe ordonné aux différences. Nous nous
intéressons principalement a deux cas extrémes : le cas contractant, ou le groupe
des valeurs est w-croissant, et le cas isométrique, ou I’automorphisme induit sur
le groupe des valeurs est 1'identité.

Enfin, nous appelons corps ac-valué auz différences tout corps valué aux
différences K = (K, k,T",0) muni d’une application de composante angulaire ac
vérifiant aco o =7 o ac.

2.2.3 Théorie des modeles des corps valués aux différences

Dans ce qui suit, nous exposons quelques résultats sur les corps valués aux
différences o-henséliens. Sous les bonnes hypotheses, on a ’analogue du théo-
reme de Pas, ce qui a des conséquences modele-théoriques fortes.

Une grande partie des résultats que nous présentons dans le cas contractant
est due a Durhan ([B14, B13]). Nous renvoyons aussi a [B77, B45], ainsi qu’au
manuscrit non-publié [B62] de Hrushovski, ol la plupart des idées concernant le
cas contractant apparaissent déja. Hrushovski y a également étudié le Frobenius
non-standard dans la catégorie des corps valués.
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A la fin de cette partie, nous mentionnons brievement le cas isométrique, qui
a historiquement précédé le cas contractant [B88, B90, B25, B15].

Nous traitons les corps valués aux différences dans le langage a trois sortes
Lxr,s = LxrU{o,7,0r}; les corps ac-valués aux différences seront considérés
dans le langage Lk r » U {ac}.

Commencons par un lemme qui donne quelques conséquences de I’élimination
des K-quanteurs. On le montre essentiellement par inspection du langage.

Lemme 2.2.4 ([A4, Lemma 2.3]). Soit T une Ly, U {ac}-théorie de corps
ac-valués aux différences. On suppose que T élimine les K-quanteurs.

1. Soit K = (K, kk,Tx) un modéle de T. Alors,

(a) kx = k(K) est stablement plongé, et la structure induite est celle
d’un corps aux différences ;

(b) Tk = T(K) est stablement plongé, et la structure induite est celle
d’un groupe ordonné aux différences, et

(c) k et T' sont orthogonauz, c’est-a-dire tout sous-ensemble définissable
de k™ x T'" est une réunion finie de rectangles.
2. (Principe d’Ax-Kochen-Ershov) Soient K = (K, ki, Tk) et L = (L, kr,Tp)
des modéles de T.

(a) On a K = L si et seulement si kx = ki (comme corps auz diffé-
rences) et T =T, (comme groupes ordonnés aux différences).

(b) Si K C L, alors K < L si et seulement si kg < kp, et T xT'p.

Corps valués aux différences contractants o-henséliens

Commengons par considérer le groupe des valeurs. On note IncDODG la
théorie des Z[o, 0~ 1]-modules ordonnés divisibles non-triviaux, dans le langage
ACODG = {Oa +, =< 0}'

Fait 2.2.5 (cf. par exemple [B77]). IncDODG est la modéle-complétion de la
Lopa-théorie des groupes ordonnés aux différences w-croissants. En particulier,
IncDODG élimine les quanteurs et est o-minimale.

Durhan a défini une notion de o-hensélianité pour les corps valués aux dif-
férences contractants ([B14, Definition 4.5]), qui est du premier ordre et qui a
toutes les propriétés raisonnables qu’on attend.

Fait 2.2.6. 1. Si (K,k,I',0) est contractant et o-hensélien, alors (k,7) est
linéairement o-clos, c’est-a-dire si ag,...,o, € k ne sont pas tous zéro,
Véquation 1 + apX + a10(X) + -+ - + a,0™(X) a une solution dans (k, o)
([B14, Lemma 4.6]).

2. Réciproquement, si (K, k,I',0) est contractant avec (k,a) linéairement o-

clos de caractéristique 0 et si le corps valué sous-jacent K est mazximale-
ment complet, alors (K, k,T',0) est o-hensélien ([B14, Corollary 5.6]).
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3. En particulier, soient (I',or) un groupe auz différences w-croissant et
(k,7) un corps auzx différences de caractéristique 0 linéairement o-clos.

Le corps de Hahn K := k((T")), un corps valué qui est naturellement équipé
de l'automorphisme o qui envoie Y _ a t" sur - G (a,)tr ) est alors
(contractant et) o-hensélien.

On note Ty la Lk r,,-théorie des corps valués aux différences, contractants
o-henséliens et de caractéristique résiduelle 0 ; la théorie des corps ac-valués aux
différences correspondante (dans le langage Ly r - U {ac}) est notée Tge.

Fait 2.2.7 (Durhan [B13, Thm 4.5.2]). La théorie T3¢ élimine les K-quanteurs.

Outre les conséquences qui sont mentionnées dans le lemme 2.2.4, Durhan a
montré que l'on a également un principe d’Ax-Kochen-Ershov pour les modeles
de Ty ([B13], voir aussi [A4, Fact 2.10]).

Frobenius non-standard et la théorie VFA,

On note VFA( la théorie T augmentée par des axiomes exprimant (k,7) =
ACFAj et (T',or) = IncDODG; la théorie VFA{® est définie de maniére simi-
laire, en remplacant Ty par T{°.

Notons que VFA{® est une théorie consistante. En effet, tout modele de
ACFA est linéairement o-clos. Si (k,7) = ACFAq et (I', or) = IncDODG, on a
donc k((T)) = VFAJ® par le fait 2.2.6(3).

Fait 2.2.8. La théorie VFAL® (resp. la théorie VFAg) est la modéle-compagne
de la théorie des corps ac-valués (resp. corps valués) auz différences contractants
de caractéristique résiduelle 0.

Il s’agit 1& d’une conséquence des résultats de [B13] (voir [A4, Fact 2.12]).
Avec une notion légerement différente de o-hensélianité, Hrushovski a obtenu
le méme résultat dans [B62]. Il y a également montré le fait 2.2.9 ci-dessous.
L’ingrédient principal de la preuve de Hrushovski est le résultat correspondant
qu’il a montré sur le Frobenius non-standard sans valuation [B63]. (Ceci est
expliqué dans la these de Giabicani [B45], voir aussi [A4, Fact 2.13].)

Pour p un nombre premier, on choisit un modele (K, k,,I',) de ACVF,,,
muni d’une composante angulaire. Soit KC, = (Kp, kp,T'p, ¢p) la L ko U {ac}-
structure correspondante, ou ¢, est ’automorphisme de Frobenius x ~— xP.

Fait 2.2.9 (Hrushovski). Soit ¢ un énoncé dans le langage Ly k- U{ac}. Alors
les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. VFAY

2. K, = ¢ pour presque tout p.

En particulier, pour tout ultrafiltre non-principal U sur ’ensemble des nombres

premiers, on a [ [, KCp = VFAFS.
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Corps valués aux différences isométriques o-henséliens

Une autre classe importante de corps valués aux différences est celle des
corps valués munis d’une isométrie, ou 'on exige que ’automorphisme o qui
induit sur le groupe des valeurs I' soit 'identité. La théorie des modeles des
corps valués avec isométrie, en caractéristique résiduelle 0, est bien comprise si
I’on suppose de plus qu’il y a suffisamment de constantes, c’est-a-dire si tout
v € T est de la forme val(a) pour un a € Fix(o).

Il existe dans ce contexte une bonne notion de o-hensélianité, qui est du
premier ordre (voir [B15, Definition 4.4]). Soit S§° la théorie des corps ac-valués
aux différences o-henséliens de caractéristique résiduelle 0, avec o une isométrie
ayant suffisamment de constantes, dans le langage Lx 1, U{ac}. Comme dans le
cas contractant (voir le fait 2.2.6), si K = (K, kk,T'x) E S§°, alors (kk,7) est
linéairement o-clos; réciproquement, si (ki , ) est linéairement o-clos et si le
corps valué sous-jacent est maximalement complet, alors I est o-hensélien. En
particulier, si (k,7) est linéairement o-clos et si I est un groupe abélien ordonné
quelconque, on a k((I")) = S§°.

Par des travaux de Scanlon [B88, B90], Bélair, Macintyre et Scanlon [B25],
puis (dans un contexte légerement plus général) Durhan et van den Dries [B15],
on peut éliminer les K-quanteurs dans ce contexte, et on a donc les conclusions
du lemme 2.2.4.

Fait 2.2.10 ([B15]). La théorie S§° élimine les K-quanteurs.

2.3 Tableaux indiscernables et NTP,

Nous rappelons dans cette section un certain nombre de résultats de base sur
les théories NTP5, et nous présentons quelques nouveaux lemmes de [A4] sur
les tableaux indiscernables. Cela fournira des outils efficaces pour montrer que
certaines structures concretes sont NTP5;. Notamment, le Lemme d’extension
de tableaux (proposition 2.3.6 ci-dessous) incorpore la partie essentielle de la
combinatoire nécessaire pour prouver les résultats de préservation de NTP,
dans la classe des corps valués aux différences (cf. Section 2.4).

Un mot & propos des notations. Il y aura beaucoup de suites (d’uplets) et de
suites de suites dans cette section. Pour alléger les notations, nous ne distinguons
pas les singletons et les uplets (finis ou infinis). Ainsi, a,b etc. désignent des
uplets (finis ou infinis), et @, b etc. désignent des suites infinies (d’uplets). Nous
utilisons a =p a’ comme abbréviation pour tp(a/B) = tp(a’/B).

Rappelons que si k est un cardinal infini et B un ensemble de parametres, une
suite (¢;)icx est dite B-indiscernable si, pour tout n et toutes suites croissantes
ih < -+ <y et g1 <---j, dans K, on a (¢y,...,¢,) =B (¢y,...,¢j,). On
dit indiscernable pour @-indiscernable. Un ensemble de formules @ est dit k-
inconsistant si toute partie ®¢ de ® a k éléments est inconsistante.

Définition 2.3.1. On travaille dans une théorie complete 7. On dit qu’'une
formule ¢ (z,y) a la TPy (propriété de l'arbre de seconde espéce) s’il existe
(aij); je., €t k € w tels que :
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L {¢(x,ai5)} e, est k-inconsistant pour tout i € w.

2. {go ($7aif(i))}iew est consistant pout toute fonction f: w — w.

On dit que T est NTP5 si aucune formule n’a la TP5.

Si T est une théorie simple ou NIP, alors T" est NTP4 (voir par exemple [B36,
Section 2]). Pour vérifier qu'une théorie donnée est NTPs, le résultat suivant
est tres utile.

Fait 2.3.2 (Chernikov [B36]). Si T n’est pas NTPs, alors il existe une formule
p(z,y) avec |z| =1 ayant la TP,.

Définition 2.3.3. Soit x un cardinal infini. On dit que (a;;) est un tableau
fortement indiscernable si
— @; = (aij)jer est indiscernable sur ax; pour tout i, et

— (@i),¢, est une suite indiscernable (de suites).

,JER

Si uniquement la premiere condition est satisfaite, on dit que les suites (a;)
sont mutuellement indiscernables.

1ER

Lemme 2.3.4 ([A4, Lemme 3.9]). Soit T une théorie et o(x,y) une formule.
Alors p(x,y) a la TPy si et seulement s’il existe un tableau fortement indiscer-
nable (a;5)i jew qui en témoigne (comme dans la définition 2.3.1), et une réalisa-
tion ¢ = {o(x, aip) bicw telle que la suite des lignes (a;)ic,, soit c-indiscernable.

Grace a ce résultat, savoir manipuler les tableaux fortement indiscernables
est utile dans I’étude de la NTP5. Le lemme permet de réduire certaines ques-
tions a des considérations tres ‘locales’.

Nous mentionnons maintenant deux résultats concernent I’extension de ta-
bleaux fortement indiscernables. Le premier est facile; quant au deuxiéme, sa
preuve demande des arguments combinatoires plus poussés.

Lemme 2.3.5 ([A4, Lemme 3.6]). Soit (ai;)
nable tel que (a;)
des by; tels que
— (bijaij); je., est un tableau fortement indiscernable,
— bago = bijai; pour tout 1,7, et
— (Bi&i)ieu est c-indiscernable.

. un tableau fortement indiscer-
1,]EwW

icw 801t c-indiscernable, et soit b un uplet fivé. Alors il eriste

Proposition 2.3.6 (Lemme d’extension de tableaux [A4, Lemma 3.8]). Soit
D un ensemble (-définissable stablement plongé tel que Dinq soit NTPsy. On
suppose que :
— (@4);¢,, est c-indiscernable, et
— (aij); je, est un tableau fortement indiscernable.
Soit b C D un uplet (petit). Alors il existe (afj)i’jew et (b;‘j)i’j@u tels que :
1. (B*df‘)iEW est c-indiscernable ;
i)iew est mutuellement indiscernable ;
az Gi pour tout i € w (donc en particulierr ajy = a), et

Lo o
l
=%
I
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4. cbagy = cbjyag-

*
ij

*

En particulier (b aij)i iew est un tableau fortement indiscernable.

2.4 Corps valués aux différences et NTP,

Nous présentons d’abord un théoreme abstrait de préservation de NTP5 dans
les corps valués aux différences. Nous appliquons ensuite ce résultat aux corps
valués aux différences o-henséliens.

2.4.1 Un résultat de préservation général

Nous considérons ici des corps ac-valués aux différences de caractéristique
résiduelle 0, dans le langage & trois sortes Lk, U {ac}. Pour les notations et
conventions, nous renvoyons aux préliminaires (Section 2.2).

Théoreme 2.4.1 ([A4, Theorem 4.1]). Soit K = (K,k,T") un corps ac-valué
auzx différences de caractéristique résiduelle 0. On suppose que :

— T =Th(K) élimine les K-quanteurs ;
— le corps résiduel k (en tant que corps aux différences) est NTPs, et

— le groupe des valeurs I’ (en tant que groupe ordonné aux différences)
est NTPs.

Alors K est NTPs.

Nous allons présenter une esquisse de la preuve.

S’il existe une formule ¢(z,y) ayant la TP2, on utilise le fait 2.3.2 pour en
trouver une ou z est un singleton (de la sorte du corps K). Par le lemme 2.3.4,
on trouve alors un tableau fortement indiscernable (a;;); jew qui en témoigne,
et une réalisation ¢ = {¢(z,a;0)}ic, telle que la suite des lignes (@;);e., soit
c-indiscernable.

Par le lemme 2.2.4, les hypotheéses du Lemme d’extension de tableaux (pro-
position 2.3.6) sont satisfaites, aussi bien pour D = I' que pour D = k. Ainsi,
en alternant une infinité de fois des applications du Lemme d’extension de ta-
bleaux et des applications du lemme 2.3.5, on peut si besoin est ‘gonfler’ le
tableau (ai;)i jew — tout en gardant les propriétés initiales — et donc supposer
que agp énumere un corps ac-valué K = (K, kx,I'k) et que L = K{(c) est une
extension immédiate de K. Ici, K{c) désigne le corps aux différences engendré
par ¢ au-dessus de K.

Comme T élimine les K-quanteurs, il suit que tp(c/agg) est déterminé par
aftp(¢/ago). On montre que toute formule sans quanteurs est NIP (donc en
particulier NTP5), ce qui meéne & une contradiction.

La preuve que nous venons d’esquisser est suffisamment robuste pour rester
valide si Pon ajoute de la structure supplémentaire au groupe des valeurs et/ou
au corps résiduel :
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Remarque 2.4.2 ([A4, Remark 4.3]). En gardant les notations et les hypothéses
du théoréme 2.4.1, supposons de plus que T, O Th(k,7) et T, D Th(T',or) sont
des expansions qui sont toutes les deux NTPs.

Alors la théorie T :== T UT,UT, élimine les K-quanteurs et est NTPs.

2.4.2 Préservation dans les corps valués o-henséliens

Dans cette partie, nous traitons de trois contextes dans lesquels le théoreme
2.4.1 s’applique.

Le cas contractant

Nous fixons une complétion 7" de la théorie T§° que nous avons introduite
dans la partie 2.2.3, c’est-a-dire que T est de la forme T3°UT,. UT,, avec T, une
théorie complete de corps aux différences de caractéristique O et linéairement
o-clos, et T, une théorie complete de Z[o, o~ !]-modules ordonnés.

En combinant le théoreme 2.4.1 avec le fait 2.2.7, on obtient le résultat
suivant.

Théoréme 2.4.3 ([A4, Theorem 4.4]). On suppose que T, et T, sont des théo-
ries NTPy. Alors T est NTP,.

Corollaire 2.4.4 ([A4, Corollary 4.5]). Toute complétion de VFAG® est NTP,.

En effet, toute complétion de ACFA est simple et en particulier NTPs, et
la théorie IncDODG est o-minimale, donc NIP et en particulier NTPs.

Etant données les hypotheses du théoreme 2.4.3, il serait intéressant de savoir
quels Z[o, o~ !]-modules ordonnés sont NTP ou méme NIP. On peut formuler
ce probleme dans un contexte plus général.

Soit R un anneau ordonné. Rapppelons qu'un R-module ordonné est un
groupe abélien ordonné (M, 0,4, <) avec une action de R par endomorphismes
qui est compatible avec les ordres sur R et M, c’est-a-dire telle que r - m > 0
pour tout r € R et tout m € M.

On considére les R-modules ordonnés dans le langage {0, +, <} U{\, | r €
R}, ot A, correspond & la multiplication scalaire par r.

Question 2.4.5. 1. Est-ce que tous les R-modules ordonnés sont NIP (pour
tout anneau ordonné R) ?
2. Est-ce que ceci est au moins le cas pour R = Z[o,071]?
Notons que tout module est stable (voir par exemple [B56]), et que tout
groupe abélien ordonné est NIP, par un résultat de Gurevich et Schmidt [B47].

Une réponse positive méme a la premiere question parait donc possible. Il semble
que la réponse a cette question ne soit pas connue.

Dans I'exemple suivant, nous considérons quelques cas faciles.
Exemple 2.4.6 ([A4, Corollary 5.11]). Soit R un anneau avec Q[o,0~!] C

R C Q(0). Alors R est NIP en tant que un module ordonné sur lui-méme. En
particulier, le groupe ordonné aux différences Q[o, 0] est NIP.
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Le cas isométrique

Rappelons que 53¢ désigne la théorie des corps ac-valués aux différences
o-henséliens de caractéristique résiduelle 0, avec o une isométrie ayant suffi-
samment de constantes (cf. la partie 2.2.3). Etant donné que S§¢ élimine les
K-quanteurs (fait 2.2.10), on peut appliquer le théoréme 2.4.1 dans ce contexte.
Comme tout groupe abélien ordonné est NIP, aucune condition sur le groupe
des valeurs n’est requise.

Théoreme 2.4.7 ([A4, Theorem 4.6]). Soit K = (K, ki, T'x) = S§°. Alors K
est NTPq ssi ki (en tant que corps aux différences) est NTPs.

Exemple 2.4.8. Dans le cas isométrique, une modele-compagne existe [B25].
Pour l'obtenir, il suffit d’ajouter & S§° des axiomes garantissant que (kx,o) |=
ACFAj et que I'k est un groupe abélien divisible (non-trivial).

Toute complétion de cette modele-compagne est alors NTPs.

Discutons un deuxieéme exemple, de nature plus arithmétique. Pour p un
nombre premier, on considere W(FZZQ), le corps des fractions de 'anneau de
Witt sur Fglg, avec sa valuation naturelle. Il existe une isométrie naturelle sur
le corps valué W(Fglg), lautomorphisme de Witt-Frobenius, noté Frob,, qui
envoie x = Y anp™ € W(Fal9) sur 3 abp™.

Si on pose ac(x) = yal(z), On obtient un corps ac-valué aux différences
W, = (W(Fglg), ]F;lg, Z,Froby).

Nous référons & [B25, Section 12] pour 'exemple suivant.

Exemple 2.4.9 (Automorphisme de Witt-Frobenius non-standard). Soit ¢ un
ultrafiltre non-principal sur 'ensemble des nombres premiers. Alors [[,, W, =
Sgc. De plus, [T, W, = [1,,(F&9((t)),0p), ol o, est lisométrie donnée par
Sant™ = > abtm.

Remarquons qu'il existe alors (k,7) = ACFA tel que (k((t)),0) = [, Wp-
On obtient le corollaire suivant.

Corollaire 2.4.10 ([A4]). SoitU un ultrafiltre non-principal sur 'ensemble des
nombres premiers. Alors [[,, W, est NTP;.

Le cas des corps valués henséliens

Finalement, le théoréme 2.4.1 s’applique dans le cadre des corps valués (sans
automorphisme), par le Théoréme de Pas (théoreme 2.2.3). En effet, tout corps
ac-valué peut étre considéré comme un corps ac-valué aux différences avec o =
id.

Corollaire 2.4.11 ([A4, Corollary 4.7]). Soit K = (K,T'x,kx) un corps ac-
valué hensélien de caractéristique résiduelle 0, dans le langage de Pas Ly U

{ac}. On suppose que la théorie du corps résiduel ki est NTPy. Alors la théorie
de K est NTPs.
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Ce résultat avait été montré auparavant par Chernikov [B36], avec une
preuve moins conceptuelle et plus directe. Sa preuve donne également une borne
sur le fardeau du corps valué en fonction des fardeaux du corps résiduel et du
groupe des valeurs. En revanche, notre preuve du théoreme 2.4.1 semble trop
‘infinitaire’ pour pouvoir donner un controle sur le fardeau.

2.5 Perspectives de recherches futures

Dans cette derniére section, nous mentionnons quelques perspectives de re-
cherche, principalement autour de la théorie VFA,.

Propriétés de théorie des modeles pure dans VFA

Nous commencons par quelques questions de théorie des modeles pure qui
se posent a propos de VFAy.

Raffinements de la NTP,

Nous avons montré que VFA( est NTP,. Il existe des raffinements intéres-
sants de NTP,, et VFA satisfait sans doute des propriétés abstraites plus fortes
que la NTP5. On peut par exemple demander s’il s’agit d’une théorie résiliente,
un renforcement possible de NTP5 introduit par Ben Yaacov et Chernikov dans
[B26] (voir aussi [A4, Section 5]).

Une propriété qui semble plus importante d’'un point de vue structurel est
celle d’une théorie forte qui a été introduite par Adler [B6] (voir aussi [B36]),
une version ‘globale’ de la NTPs. Une théorie est dite forte s’il n’existe pas
d’objets (i(x, yi), @i, ki) avec @; = (aij)jew €t ki € w tels que

— {wi(x, aij)}jew est k;-inconsistant pour tout 7 € w, et

— {¢i(®, aip3i)) biew est consistant pour toute fonction f:w — w.

Question 2.5.1. Est-ce que VFA( est une théorie forte ?

Non-déviation dans VFA,

Une meilleure compréhension de la non-déviation dans VFA( serait souhai-
table, au mieux en des termes algébriques concrets . Donnons quelques questions
que l'on peut poser a plus court terme (voir [A4]). Elles ont un sens dans la sorte
réelle, dans M*“?, et surtout dans les sortes géométriques G.

Question 2.5.2. 1. Est-que VFA( est une théorie extensible, c’est-a-dire est-
il vrai que pour tout ensemble (petit) de parametres A, tout type p(z) €
S(A) a une extension globale qui ne dévie pas sur A? (Notons qu'il suffit
de vérifier cette propriété pour les 1-types.)

2. Est-ce que VFAy élimine le quanteur 3°° 7
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3. Est-ce que VFAq est une théorie basse, c’est-a-dire est-il vrai que, pour
toute formule p(z,y), il existe k € w tel que, pour toute suite indiscernable
(ai)icw, Vensemble {¢(x,a;)}ie, est consistant si et seulement s’il est k-
consistant 7

Domination simple

Dans les travaux de Haskell, Hrushovski et Macpherson [B49, B50], un role
fomndamental est joué par les types stablement dominés, qui se comportent
comme les types dans une théorie stable. Ils sont controlés par le corps résiduel,
en un certain sens. L’exemple typique est le générique d’une boule fermée.

Il serait hautement souhaitable d’avoir une théorie analogue pour VFA. Or,
cette fois la théorie du corps résiduel (aux différences) est simple et instable.
Il est tentant d’essayer de développer une notion de ‘domination simple’, au
moins dans la théorie VFA(. Toute avancée dans ce sens, aussi partielle ou ad
hoc qu’elle doive étre, serait intéressante. En remplagant les types stables par
les types simples, on est confronté a des problemes techniques considérables.
Notons que quelques éléments de la théorie des types simples dans les théories
NTP, ont été développés par Chernikov dans [B36].

Mentionnons une question qui illustre le type de problemes qui se posent :

Question 2.5.3. Est-ce que la réunion de deux ensembles stablement plongés
dans VFA( est stablement plongée ? Est-ce que ceci est au moins vrai pour des
ensembles simples stablement plongés ?

Une autre difficulté est que l'on ne sait pour 'instant pas classifier les ima-
ginaires dans VFAy (voir le point suivant), et 'on est donc contraint a des
démarches ad hoc. Il est par exemple raisonnable de travailler dans les sortes
géométrique G de [B49] présentées dans la partie 2.2.1, et dans lesquelles ACVF
élimine les imaginaires (fait 2.2.2).

Imaginaires dans VFA,

Nous discutons maintenant le probleme de la classification des imaginaires
dans VFAq. 1l s’agit 1a d’une question sur laquelle je travaille actuellement.
Une telle classification est un objectif de recherche a long terme important dans
I’étude modele-théorique de VFA.

Afin de comprendre pleinement une théorie, surtout du point de vue de
la théorie des modeles géométrique, une classification de ses imaginaires est
indispensable. Ceci explique en partie pourquoi la classification des imaginaires
dans ACVF par les sortes géométriques, que nous venons de rappeler ci-dessus, a
autant stimulé le développement des outils géométriques dans le contexte valué ;
la théorie des types stablement dominés en est une autre raison.

Question 2.5.4. Est-ce que les imaginaires de VFA( sont classifiés par les sortes
géométriques ?
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Il est concevable que cette question ait une réponse positive. Mais cela semble
étre un probleme difficile. De plus, il convient de rester prudent. En effet, dans
lexpansion des corps valués par des fonctions analytiques (restreintes), il y a
des imaginaires qui échappent aux sortes géométriques [B51]. Il n’est pas clair
si 'on doit s’attendre a des phénomenes similaires dans VFAj.

Chatzidakis et Hrushovski ont montré que la théorie ACFA élimine les ima-
ginaires [B32|. Ceci di au fait que les corps algBriquement clos ont la propriété
d’unique 3-amalgamation. Plus généralement, on a le résultat de Hrushovski
[B65] suivant : si T est une théorie stable, qui élimine les imaginaires et a la
propriété d’unique 3-amalgamation, alors T'A élimine les imaginaires (si elle
existe).

Or, ACVFy o n’est pas une théorie stable ; de plus, VFA( n’est pas la modele-
compagne des corps valués aux différences de caractéristique résiduelle 0, mais
uniquement de la sous-classes donnée par les automorphismes contractants (fait
2.2.8). Le théoreme évoqué de Hrushovski ne s’applique donc pas tel quel a
la théorie VFAy. Quoi qu'il en soit, motivé par ce méme théoreme, j’ai étudié
I’amalgamation supérieure dans ACVF o, et je montre, dans un travail en cours,
le résultat suivant :

Théoréme 2.5.5 ([B55]). ACVF o a la propriété dunique 3-amalgamation
pour les types stablement dominés.

Dans la preuve, on utilise d’abord 'un des résultats principaux de ’article
[B65] de Hrushovski pour montrer que, au-dessus d’un ensemble de parametres
quelconque, la partie stable de ACVFg (qui est essentiellement donnée par
une collection d’espaces vectoriels de dimension finie sur le corps résiduel) a la
propriété d’unique 3-amalgamation. Ensuite, a ’aide des résolutions génériques
de réseaux de [B50], on réussit a réduire le probléme & une situation que ’on sait
traiter a la main, moyennant quelques résultats classiques de théorie de Galois
pour les corps valués.

Au vu du théoreme 2.5.5, il convient de regarder un cas particulier de la
question 2.5.4. Soit donc K un modele de VFA,. Un ensemble définissable X C
K™ est dit de dimension totale finie si tout a € X(L) (dans une extension
L = K) est o-algébrique sur K.

Conjecture 2.5.6. Soit X C K™ de dimension totale finie et E une relation
d’équivalence sur X, avec X et E définissables sur un ensemble de paramétres
A C K. Alors X/E admet un A-plongement dans les sortes géométriques.

Cette conjecture est une conséquence de la conjecture suivante plus forte.

Conjecture 2.5.7. Soit A un ensemble de parameétres algébriqguement clos dans
un modéle de VFAq. Alors le réduit auzx sortes représentants des ensembles A-
définissables dans G et analysable dans le corps résiduel, muni de la structure
iduite, élimine les imaginaires.

Notons qu'il devrait aider dans ’étude méme de la question initiale (ques-
tion 2.5.4) que VFA( soit une théorie NTPs. Des éléments d’une théorie de
domination simple seraient tres utiles dans cette étude.
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Amalgames de Hrushovski et corps valués

La technique d’amalgamation de Hrushovski, au coeur de la construction du
mauvais corps au premier chapitre, n’a jusqu’alors jamais été utilisée dans le
contexte des théories NIP instables.

Un étudiant en these, sous la direction de Francoise Delon et de moi-méme,
travaille actuellement sur la construction d’un bi-corps valué, plus précisément
d’un ensemble portant deux structures de corps valué, algébriquement clos de
caractéristique résiduelle 0, ayant le méme groupe additif valué et tel que les
deux multiplications soient aussi indépendantes que possible.

Les extensions séparées de corps valués au sens de Baur [B21] jouent 1a un
role fondamental. Quand on se restreint aux extensions purement résiduelles,
le type du grand corps sur le petit corps est alors stablement dominé au sens
de ACVF, et la partie essentielle de 'amalgamation peut se faire au niveau du
corps résiduel.

Notons que le prototype d’une extension séparée purement résiduelle est
donnée par une extension k((I')) C I((T")) de corps de Hahn avec méme groupe
des valeurs.

Groupes et corps interprétables dans VFA,

La compréhension des groupes et des corps interprétables est une partie
constituante de la théorie des modeles géométrique. Similairement & ce que nous
avons dit a propos de la domination simple, on peut imaginer un développement
parallele de I'étude des groupes dans le contexte abstrait des théories NTP5 et
dans 'exemple particulier de la théorie VFAy.

Il est important d’explorer les conditions de chaine et les théoremes de struc-
ture possibles pour les groupes (et corps) NTP,, en analogie avec le contexte
simple et NIP. Les résultats de Chernikov, Kaplan et Simon [B38] sont un début.
Il serait intéressant de clarifier le role que peut jouer le théoréme d’indépendance
de Ben Yaacov et Chernikov [B26] dans I’étude des groupes NTPs2, en I’absence
de symétrie de la non-déviation.

Hrushovski a entrepris une étude systématique des groupes interprétables
dans ACVF [B64]. La situation y est déja tres complexe, et il est donc difficile
d’imaginer comment on pourrait classifier les groupes ou méme simplement les
corps interprétables dans VFAy. En revanche, on peut espérer pouvoir décrire
plus explicitement ceux des groupes interprétables qui sont analysables dans le
corps résiduel.

Autres directions de recherche

Voici quelques autres directions de recherche qui méritent d’étre explorées.

Corps valués aux diférences de caractéristique positive

Il serait intéressant de comprendre, dans le contexte valué, le Frobenius non-
standard en caractéristique positive, c’est-a-dire les ultraproduits non-principaux
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des structures de la forme K,, = (K, kg, I'x,z — xpn), pour n variant, ol
(K,kx,Tk) = ACVF, .

Avant de déterminer la place de ces structures dans la hiérarchie de clas-
sification de Shelah, il faudrait, au préalable, trouver une bonne notion de o-
hensélianité dans ce contexte, ainsi qu’une expansion raisonnable du langage
dans lequel on aurait I’élimination des quanteurs.

Systémes dynamiques sur les espaces de Berkovich

La théorie des modeles géométrique de ACFA a été utilisée avec beaucoup de
succes dans l'analyse des systemes dynamiques algébriques, par exemple pour
étudier des questions de descente [B33, B34] ou déterminer les sous-variétés
invariantes [B76].

On peut imaginer que les outils de la théorie des modeles géométrique
(dans VFAg) pourront servir & une étude modele-théorique des systemes dy-
namiques (algébriques) sur les espaces de Berkovich. Hrushovski et Loeser [B66]
ont construit en effet un avatar modele-théorique de l'analytifiée (au sens de
Berkovich) V" d’une variété algébrique V' (définie sur un corps valué); leur
construction utilise les types stablement dominés dans ACVF.

Avant de pouvoir avancer dans cette direction, la compréhension modele-
théorique de VFA( devra étre approfondie (voir les points évoqués ci-dessus).
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